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Vorwort 


Dies  Werk  enthält,  der  Hauptsache  nach,  die  Vorlesungen, 
die  ich  seit  dem  Herbste  1898  an  der  Universität  zu  Land 
gehalten  habe.  Als  Ziel  habe  ich  mir  gesteckt,  eine  möglichst 
emheiäiclie  Darstellung  des  jetzigen  Standpunkts  der  Untersuchangen 
über  die  Mechanik  des  Himmels,  insofern  sich  dieselbe  mit  der  Be- 
wegung von  Massenpunkten  beschäftigt,  zu  geben.  Es  ist  dabei  mein 
Hauptstreben  gewesen,  die  astronomisch  wichtigen  Resultate  hervor- 
zuheben, indem  ich  gleichzeitig  die  mathematische  Eleganz  und 
Schärfe,  welche  besonders  die  neueren  Untersuchungen  auf  diesem 
Gebiete  ermöglicht  haben,  zum  Ausdruck  zu  bringen  suchte. 

Ich  bin  mir  der  Unvollkommenheit  meiner  Arbeit  völlig  be- 
wussl  Eine  Entschuldigung  daf&r  kann  ich  nur  darin  suchen,  dass 
es  in  der  Uebergangsperiode,  in  welcher  die  Astronomie  sich  be- 
findet^ besonders  schwierig  ist,  das  Wesentliche  von  dem  Unwesent- 
lichen zu  unterscheiden.  An  einigen  Stellen  ist  vielleicht  die  mathe- 
matische Seite  des  Problems  zu  stark  hervorgehoben  auf  Kosten 
der  astronomischen,  an  anderen  vielleicht  umgekehrt,  obgleich  ich 
stets  bestrebt  gewesen  bin,  ein  gesundes  Gleichgewicht  zwischen 
diesen  beiden  Hauptgesichtspunkten  einzuhalten. 

Um  bei  den  mathematischen  Untersuchungen  die  Fühlung  mit 
der  astronomischen  Praxis  zu  wahren,  habe  ich  an  den  wichtigeren 
Punkten  numerische  Beispiele  —  meistens  dem  Planetensystem  ent- 
nommen —  hinzugefügt,  die  geeignet  sein  können,  die  astronomische 
Bedeutung  der  Untersuchung  zu  beleuchten. 

Der  vorliegende  erste  Band  enthält  die  allgemeinsten  Resultate 
über  das  Zwei-  und  Drei-Eörperproblem.  Der  Theorie  der  secularen 
Störungen  habe  ich  einen  ausführlichen  Abschnitt  gewidmet    Die 


IV  Voncort. 

Bewegung  eines  Punktes,  der  von  zwei  festen  Gentren  nach  dem 
NEWTON'schen  Gesetz  attrahirt  wird,  habe  ich  sehr  vollständig  be- 
handelt, indem  ich  von  den  Untersuchungen  von  Staude  über 
bedingt  periodische  Bewegungen  ausgegangen  bin.  In  dem  Abschnitt 
über  das  Problem  der  zwei  Körper  wird  eine  einfache  Theorie  der 
Kometenschweife  gegeben. 

In  dem  Anhange  habe  ich  einige  Tafeln  aufgenommen,  die 
für  die  numerische  Berechnung  der  Störungen  der  Planeten  —  im 
Besonderen  der  kleinen  Planeten  —  von  Nutzen  sind. 

Der  zweite  Band,  der  im  nächsten  Jahre  erscheinen  soll,  wird 
hauptsächlich  die  Theorie  der  periodischen  Lösungen  des  Problems 
der  drei  Körper  und  die  Untersuchungen  über  die  Convergenz 
der  Reihen  behandeln. 

Dem  Herrn  Professor  M.  Brendel  bin  ich  zu  besonderem  Dank 
verpflichtet  für  seine  grosse  Freundlichkeit,  diesen  Band  in  Bezug 
auf  die  deutsche  Sprache  zu  prüfen  und  zu  berichtigen. 

Endlich  spreche  ich  dem  Herrn  Verleger  meinen  herzlichen 
Dank  aus  für  seine  Bereitwilligkeit,  die  Vorlesungen  zum  Druck  zu 
bringen,  und  für  die  Sorgfalt,  mit  welcher  der  Druck  ausgeführt 
worden  ist 

Lund,  Mai  1902. 

C.  V.  L.  Charlier. 
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§  I.  Sätie  aus  der  Detorminantontheorie. 

Eine  Determinante  A  aus  n'  Elementen  wird  geschrieben: 


«»i>«»i* 


•  • » ^«« 


oder  gekürzt: 


^-l^iil     («»i="  1>2, ..  .n). 


Das  Muttq>lieatian$theorem  lautet: 


wo 

(1) 


^<i  =*  «fl  *il  +  ««  *il  +  •  •  •  +  «u*/»- 


Da  jede  Determinante  eine  lineare  Function  eines  jeden  ihrer 

Elemente  ist,  so  ist  immer 

dJ 

dem  Goef&cienten  von  a^  gleich,  wenn  die  Determinante  yollständig 
entwickelt  wird.    Man  hat  auch  immer 


(2) 


«  d  a. 


+  «2 


^**  ^  «in  "  ( J  für  l=J 


<aa. 


+  . . .  +  a, 


In  gleicher  Weise  erhält  man 


«<  a  a 


ÖJ  ^  jO  für  i+j- 

•i     Mfari=7 


>l8  den  Coefficienten  von  a^^  o^^^  bei  der  Entwickelung  der  Deter- 


i 


Süfssätxe  aus  der  Mathemaük  und  der  Mechanik, 


minante.  Die  Ausdrücke  für  diese  abgeleiteten  I\inctioneii  werden 
erhalten  —  bis  auf  das  Zeichen  —  indem  man  aus  der  Deter- 
minante diejenigen  Beihen  und  Zeilen  wegstreicht,  die  sich  in  den- 
jenigen Mementen  schneiden,  welche  in  dem  Nenner  des  Differen- 
tialquotienten vorkommen. 

Sämmdiche  Differentialquotienten  einer  Determinante  lassen  sich  als 
ganze  Functionen  der  Differentialquotienten  erster  Ordnung  ausdrucken. 

Wenn  man  die  adjungirte  Determinante  von  Ojj  mit  oij  be- 
zeichnet, so  daß  also: 

dä 

so  bekommt  man  nach  dem  Multiplicationstheorem  und  unter  Be- 
rücksichtigung von  (2): 

\cCij\  X\aij\  =  J», 


und  mithin 
(3) 


aij  I  =  J""^. 


Hieraus  und  nach  (1)  bekommt  man  weiter:^ 


(4) 


J 


9*J 


öayöoj, 


ay,  ce^^ 

dJ     dd 

BA     BA 

CCkJ9  ^ui 

~  ^^ij  ^^i 

^^u  ^Hj 

Für  den  Differentialquotienten  dritter  Ordnung  bekommt  man 

in  ähnlicher  Weise: 

«fj-,  a^p  cc^^ 

(5)  J« 


B*A 


Ba^jBoj^Ba^ 


P9 


Aus  (4)  folgt: 


«fci,  a»,,  €Cj,q 

**PJ7    **pl>  **'pq 


j      B*A      ^  _  j       B^A 


oder,   da  die  Gleichung  eine  Identität  ist  und  J  also  wegdividirt 

werden  kann: 

B^A  B^A 


(6) 


B  a^j  B  öfcj 


Ba^iB  cij^j 


^  Ich  verweise  in  Bezug  auf  den  Beweis  auf  Laurent  :  Trait6  d* Analyse  I. 


§  h     Säixe  aus  der  Determmanimihsont. 


(7) 


Au8  (4)  folgt  weiter,  daß  für  J  =s  0 

dJ     dA    _     b_ä^    dJ 

Ein  System  von  linearen  Gleichungen : 


(8)  . 


[  «11  'i  +  «w  's  +  •  •  •  +  «1.*»  =  *i 

I  «11  *1  +  «M  '«+•••  +  «l«'«  =  *2 


«.1  *1  +  ««»'l  +  •  •  •  +  «•»*•  ="  *» 

hat  zur  Lösung 


«< 


unter  Voraussetzung,  dass  J  4^  0. 

Ist  J  =  0,  sind  aber  die  Differentialquotienten  erster  Ordnung 
nicht  sämmtlich  gleich  Null,  so  lautet  die  Lösung  von  (8): 

^  "#•  ^  "«J  r=sl        "*•««*'  ''O 

WO  ^  einen  beliebigen  Werth  (1,2, ...  fi)  annehmen  kann. 

Sind  die  rechten  Glieder  von  (8)  sämmtlich  gleich  Null,  so  be- 
kommt man  aus  (10)  die  bekannte  Formel: 


(H) 


«i          «^. 

(j=  1,2,  .  .  .n). 

BA     "     dA 

Wenn  J  =  0,  so  sind  somit  die  Gleichungen  (8)  nicht  von  einan- 
der onabhängig,  und  man  kann  durch  (10)  oder  (11)  n  —  1  von  den 
Grössen  Xj   durch  eine  derselben  (xJ  linear  ausdrücken. 

Wenn  nicht  nur  A^   »andern  auch  sämmüiche    Unterdeterminanten 
=  Differentialquotienten)  erster  Ordnung  verschwinden,  dann  hat  man, 
wenn  z.  B. 

_  ^*^    ±0 

öo,,  dot,   ^ 
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folgende  Ausdrücke  f&r  xji 
(12)       ^'^  '*' 


da    da      ^       da  jda    ""^'da     da  j 
11       «2  li       22  11       2i 


»1  + 


d*J 


*.+ 


a»j 


^  d a    da    da  - 
11  ^'•22      *-J 


§  2.    Ueber  Functionaidetenninaiiten. 

Wenn  yi»  y^'  *  *  *y»  '^  Functionen  der  n  Veränderlichen  jt^, 
:r,,  •  ••'«  bezeichnen,  dann  nennt  man  ^tnetionaUeierminante  oder 
jAooBi^sche  Determinante  (weil  zuerst  von  Jaoobi  näher  studirt)  die 
folgende: 


(1) 


dyi    öyi 


dyt 


dx,'  dx,'""  dx. 

dy%    dy^             dy^ 
dx,'  dx,''"'  dx. 

s 

dyt 
dxj 

dyn    dyn             dy„ 

"ä   ■  ■■  »     ä"        >    •  •  •  >     Vj   -- 

oxi     ax^               OOßn 

(2) 


Dieselbe  wird  auch  öfters  in  folgender  Weise  bezeichnet: 


Wenn  y^^y,, ..  .y^   die   partiellen   Differentialquotienten   einer 

Function  f  sind^  also: 

df 

so  wird  die  Determinante  die  Hxssx^sche  Determinante  von  f  genannt, 
und  ihr  Ausdruck  ist  somit: 


(3) 


H 


S^f 


d  x^d  Xj 


(i,j'=  1,2,  ...n). 


Jede  Functionaldeterminante  UUst  sich  als  Quotient  zweier  Deter^ 
ndnanten  darstellen. 

Wenn  nämlich  djx^j  djx^, .  .  ,  djx^  irgend  ein  System  Ton  gleich-- 
zeitigen  unendlich  kleinen  Aenderungen  von  x^j  x^,  . .  «^  bezeich- 
nen, so  sind  die  entsprechenden  AendeTungen.  Ton yj,y3,...,y^  durch 
folgende  Formel  gegeben: 


§  2,     Usber  FumdiomMeterntmanten. 


'  +  ^'li'n> 


.+ 


4f*.» 


«^y.-!^**'! +1^  «*'.  +  ••  •+{*'«^».- 


dos^ 


da^ 


dx^ 


Nun  ist  aber  nach  dem  Moltiplicationstheorem : 


d^Xj 


wo 


'ij 


UJ 


15  ^,,  +  12^,.  +  . 


+  l5«*'«-'*yu 


und  man  hat  somit: 


w 


/« 


da?' 


^iy< 


d^Xj 


{i,j^  1,2,  ...,n). 


Ana  diesem  Satze  kann  man  yerschiedene  wichtige  Eigenschaften 
der  Fnnctionaldetenninanten  ableiten;  im  Besonderen  folgt  hieraus 
uunittelbar,  dass: 

(5) 

und  speciell 

(6) 


dxj 
1  » 

d 

d 

B 
dt 

> 

* 

< 

8 

d 

dt 

da 

Xi 

• 

Der  wichtigste  Satz,  der  sich  auf  Funcüonaldeterminanten  be- 
zieht^ ist  in  dem  folgenden,  von  Jaoobi  aufgestellten  Lehrsatz  enthalten: 

Die  Determmanie  von  Funetionenj  die  nicht  unabhängig  van  einan» 
der  sindy  verschwindety  und  Functionen^  deren  Determinante  venchwindetj 
sind  nickt  unabhängig  von  einander^ 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  wird  Yon  Jaoobi  in  folgender  Weise 
bewiesen«^ 


^  Jaoobi:  lieber  FanctionaldetenniDanteii,  herauflgegeben  yon  P.  StIokel. 
OstWAU)'«  Kbaaiker  Nr.  78. 
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EiS  soll  bewiesen  werden,  dass  die  Determinante  von  Functionen, 
die  nicht  unabhängig  Ton  einander  sind,  verschwindet 

EiS  seien  /öi/i»  •  •  •  /j,  nicht  unabhängig  von  einander,  es  bestehe 
viebnehr  zwischen  ihnen  die  Gleichung: 

(7)  n{f„f,,...Q^O, 

die  zu  einer  identischen  wird,  wenn  man  für  /*o,/|, . . . ,  /j^  die  Aus- 
drücke in  den  Veränderlichen  «o'^i'-  *  *  y'«  ^uis^tzt»  denen  sie  gleich 
sind.  Dififerentürt  man  die  vorhergehende  Gleichung  nach  den 
einzelnen  Veränderlichen,  so  erhält  man  folgendes  System  von  Glei- 
chungen: 


0      M^j-lAl^o.  a.i4^ 

Diese  n+  l   Gleichungen  lassen  sich  ansehen  als  ein  System 
linearer  Gleichungen  zwischen  der  gleichen  Anzahl  von  unbekannten 

dn    dH  dH 

bei  dem  die  constanten  Glieder  gleich  Null  sind.  Bei  einem  solchen 
System  muss  nach  (9)  §  1  die  Determinante  verschwinden,  falls  nicht 
etwa  alle  Unbekannten  gleichzeitig  verschwinden.    Es  können  aber 

nicht  alle  Grössen  -^  ^-  ^-  ^*  gleichzeitig  verschwinden,  denn  das 

würde  bedeuten,  daß  ZT  von  allen  foffu  >  >  >  fn  ^^^  wäre.  So  oft 
also  die  Functionen  fo}fif'''}fn  Q^cht  unabhängig  von  einander 
sind,  muß: 

dfi 


dXj 


=  0         {ij  =0, 1,..  .,n) 


werden,     und  das  war  zu  beweisen. 


§  2,     üeber  FhifieHomddetenninanien, 
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Der  fieweis  you  Jacobi  für  den  zweiten  Theil  des  Satzes  — 
dass  Functionen,  deren  Determinante  Terschwindet»  nicht  anabhängig 
Ton  einander  sind  —  ist  etwas  umständlicher.  Er  ist  indessen  ein- 
&ch  nnd  übersichtlich  und  ich  gebe  deswegen  diesen  Beweis  hier 
wörtlich  wieder. 

Wir  wollen  mit  A^y  A^, . .  , ,  A^  die  Ausdrücke  bezeichnen,  die 
man  in  der  Determinante 


/  = 


d  X' 


(^j  =  0,l,...,n) 


der  Reihe  nach  mit 


da« 


moltiplicirt   findet     Dann  hat  man  nach  (2)  §  1   die  identischen 
Gleichungen: 


(8) 


(9) 


0» 


A^   »   X«r  '^l  "r  •  •  •    » 


^.+ 


dx^ 


'«» 


^1+. 


dx^    • 


o-4A^^  +  JA^  +  ...  +  4A^.. 


dx^ 


dxi 


das. 


Wir  wollen  annehmen  ^  daß  die  Functionen  unabhängig  yon 
einander  sind;  sind  sie  es  nämlich  nicht,  so  gilt  bereits,  was  wir 
beweisen  wollen,  dass  die  Functionen  nicht  unabhängig  Ton  einander 
sind.  Man  kann  nun  n  Ton  den  Veränderlichen  ^o'^i'  *  •  - '  ^m'  ^^^^ 
Xj.aTj, ,  . . ,  ar^  durch  x^  und  /i,/^,  •••/'«  ausdrücken. 

Führt  man  diese  Ausdrücke  Yon  x^jX^^ . . ,  ,x^  in  die  Function 
f^  ein,  so  wird  /^  eine  Function  der  Veränderlichen: 

*0'/l»/is'  '  '  '  f  In' 


Die  partiellen  Differentiale  in  Bezug  auf  diese  Veriknderlichen 
wollen  wir  in  Klammem  einschliessen.    Dann  wird: 
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und  femer,  wenn  t  irgend  einen  der  Indices  1,2, . .  . ,  n  bezeichnet: 

M  _  /1A\  M  4.  /MI  M  4.       4.  /«/L^  M 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (8)  ein,  so  erkennt  man,  dass  die 
Ausdrücke,  die  der  Reihe  nach  mit: 


(dfA    (dfA  (dfA 


multiplicirt  sind,   wegen  (9)  identiscli  yerschwinden.    Mithin  ergiebt 
sich  die  bemerkenswerthe  Formel: 


(10)  '-{jk)^' 


I 


Verschwindet  also  die  Determinante  auf  der  linken  Seite,  so 
muss  entweder  l-^]  oder  die  Determinante: 

(11)  ^=="1111  («J,  =  l,2,...,n) 

verschwinden. 

Wir  setzen  voraus^  dass  die  Behauptung  f&r  n  Functionen  gilt, 
oder  dass  n  Functionen  nicht  unabhängig  yon  einander  sind,  wenn 
ihre  Determinante  verschwindet  Mithin  würden,  wenn  die  vorher- 
gehende Determinante  Ä  verschwände,  die  Functionen  /i>/i,  •  •  • ,/], 
in  Bezug  b,xl{  x^,x^, . . .  ,  :r,^  nicht  unabhängig  von  einander  sein,  and 
das  widerspricht  der  Voraussetzung,  die  wir  gemacht  haben.  Folg- 
lich muss  der  andere  Factor  (y^l  verschwinden,  und  hieraus  folgt, 

dass  f^  allein  von  /*iy/^>  •  •  •  »/^  ohne  die  Veränderliche  x^  aus- 
gedrückt werden  kann.  Mithin  sind  die  Functionen  foffi9>-',f^ 
nicht  unabhängig  von  einander,  was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  wir  die  Behauptung  für  n  +  1  Functionen  bewiesen 
haben,  sobald  sie  f&r  n  Functionen  gilt,  wird  sie  allgemein  gelten. 


§  2.     Ueber  FhineiiarkädeUrminanimL  11 

sobald  sie  ftLr  zwei  Fonctionen  erhärtet  ist    Das  geschieht  folgen- 
dermaBen. 

Es  seien  f^  und  f^  Functionen   von  x^  und  x^^   deren  Deter- 
minante yerschwindety  oder  es  sei  identiBch: 


d 


4M  _  MiA«o. 


duo^  dxi         doci  d x^ 

Nun  ist  f^  entweder  eine  Constante  oder  enthält  wenigstens 
eine  der  beiden  Veränderlichen,  etwa  x^,  und  dann  läßt  sich  x^  durch 
x^  und  /^  ausdrücken.    Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  f^  ein,  so  wird : 


mithin 


dz,-  WA/  ö*.' 

o  =  MM_MM.  IIA] 


dxi 


d  f 
Der  zweite  Factor  -^  yerschwindet  nicht,  da  wir  voraussetzen, 

daß  /^  gerade  x^  enthalten  soll,  mithin  ist: 


m)-": 


oder  die  Function  f^,  ausgedrückt  durch  x^  und  f^,  wird  frei  von 
Xg  und  ist  eine  Function  von  /^  allein.  Hiermit  ist  dargethan:  So 
oft  die  Identität: 

MM^lAM«o 

besteht»  ist  entweder  /"^  eine  Constante  oder  /^  eine  Function  von 
/j,  und  es  sind  also  die  Functionen  f^  und  f^  nicht  unabhängig  von 
einander,     und  das  war  zu  beweisen. 

So  lautet  der  jACOBfsche  Beweis  für  diesen  wichtigen  Satz. 

Die  obigen  Theoreme  können  auch  in  folgender  Weise  ausge- 
drückt werden: 
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1.  Functionen,    deren  Determmanie   nieht  verschwindety  smd   wm 
einander  unabhängig, 

2.  Die  Determinante  von  Functionen,  die  unabhängig  von  einamder 
eind,  verschwindet  nicht 

BeispieL    Eb  seien  gegeben  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

«•  +  y»  +  *•  -  r« , 
(a;-a)*  +  y«  +  *«-  r«, 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  diese  Gleichungen  von  einander  unabhftng^, 
8ind  za  Sachen. 

Die  Fonctionaldetenninante  lantet: 


^-4 


«»  Vf  * 

a,  0,  0 

«  -  a,  y,  » 

»  4 

«  -  a,  y,  * 

ö»  A  r 

«,  A  r 

4a 


A  r 


Die  Determinante  verschwindet,  und  die  Gleichungen  sind  also  nicht  un- 
abhängig von  einander,  wenn: 


oder 


a  =  0, 


Im  ersten  Falle  werden  in  der  That  die  cwei  ersten  Gleichungen  iden- 
tisch, im  letzteren  Falle  wird  die  dritte  Gleichung  aus  den  anderen  abgeleitet, 
indem  man  die  Gleichungen  von  einander  subtrahirt. 

Die  Determinante  verschwindet  auch,  wenn  y  und  x  solche  Werthe  haben,  dass 

rv  -  ß»  =  0. 

Die  nähere  Untersuchung  solcher  Fftlle  wird  in  dem  folgenden  Paragraphen 
gegeben. 

Wenn  die  n  Gleichungen,  welche  die  Grössen  yity^y '  *  *  f  Vn  ^i^d 
^19^3)  •  •  •  9  ^n  iioit  einander  verbinden,  impHciter  Form  sind,  also  von 
der  Form: 

fi^\>y%y' •  •  »y»;   *i»^2>-- -»«J^o      (i  =  1,2,. ..,n), 


so  kann  man  die  Functionaldeterminante: 


§  3.     Vidfaehe  Lönmgm  emsa  SysUma  v&n  OUuhimgm. 


IS 


d  X- 
i 


folgendermassen  bilden. 
Man  hat 


-  ^n  ^ 


BX' 


^\dx) 


By^  Bx^ 


und  mithin 


[bx)" 


Bffx   Bxj       dy,  Bxj 


and  es  ist  also: 


(ij«  1,2,.  .  .,  n) 


.    ö/i   dyi  Bft   By. 

+  -5-77  -£zr  +  •  •  •  +  "ä— 


Byn  Bxj 


+  3Tr  ä  -  +  •  •  •  + 


dy.  öaj^. 


oder 
(12) 


a/i 

dy^. 

X 

^y* 

Bxj 

=?( 

öy*  I      /_ 


da;. 


(-l)r 


-'-"'Kl^ih 


(aaj) 


öy, 


§  3.    Vielfache  Lösungen  eines  Systems  von  Gieicliungen. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Theorie  der  Fnnctional- 
detenninanten  bezieht  sich  auf  die  Untersuchung  der  vielfachen 
Lösungen  eines  vorliegenden  Systems  von  Gleichungen. 

Es  sei: 

?pi(ynyii--->y»;^)  =  o> 
y3(yi>ya'---jyi,i^)  =  o, 


(1) 


y»(yi»yi»---»yn;^)  =  o 


ein  System  von  n  gleichzeitigen  Gleichungen,  in  denen  ausser  den 
Grossen  yi^ys»  •  •  •  9  y^  auch  ein  Parameter  x  vorkommt 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  zu  dem  Werth  x  —  x^  das  Werth- 
qrstem  y®i,y%, .  •  • ,  y®^  gehört,  und  wollen  nun  diejenigen  Werthe 
von  yj,y,, . . .  ,y^  bestimmen,  die  einem  Werth  von  x  in  der  Nähe 
von  X  =  jr^  entsprechen. 
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Wir  setzen  zu  dem  Zweck: 
und  die  Oleidmngen  (1)  laaten  somit: 

y<(y^  +  ^\yy\  +  ^tJ-'yy\  +  ^n^  *o  + 1) «  o, 

wo  t  »  1,2, . . . ,  n. 

Entwickeln  wir  nnn  diese  Gleichungen  nach  dem  TAYLOB'schen 
Lehrsatze  und  beachten,  dass  nach  der  Voraussetzung: 

so  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  47|9 17,'  -  -  *>  ^»  ^®  Gleichungen: 


(2) 


dfp. 


ö<Pi 


0% 


''i  +  ^fl.  +  -  +  "ä?.^.  +  ^«  +  ^i 


«y. 


^  <p  j  ^     I    V  ^1        ,  I    ö  ^«        ,   o  y^ 


a», 


^i  +  H''/,  +  -  +  H-''».  +  ^l  +  Ä,= 


dy, 


öy. 


da; 


0, 

0, 


'^"^i+l!=%+-+i?=^.+fei+Ä«-o, 


öyi 


öy, 


dy. 


dx 


wo  B^fR^f . . ,  ,f  R^  die  Glieder  zweiten  oder  höheren  Grades  in  den 
Entwickelungen  bezeichnen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Functionaldeterminante  yon  (p  mit  A^ 
so  dass: 


(3) 


A  _.  ^  (yi  >  y> » ' ' '  >  y»)   __ 
d(yi,  yi,.-.,y«) 


dy^ 


(tj=l,2,...,n), 


und  setzen: 

(4) 

so  dass  aach: 


j  = 


»> 


««i 


80  ist  die  Lösimg  von  (2)  Ton  dem  Werth  der  Functionaldeterminante 
abhilngig. 

Ist  erstens: 

J  +  0, 
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80  bekommt  man  nach  (9)  §  1 : 

"  '■^*  ^'*"'      "^^  "^  ^ 

Die  Glieder,  die  mit  jS|  mnltiplicirt  sind^  sind  mindestens  Yon 
dem  zweiten  Grad  in  |  und  t}^  und  weil  nun  ^^0,  so  kann  man 
£  80  klein  wählen,  dass  die  Glieder  in  der  letzten  Seihe  beliebig 
klein  ansfallen  im  Verhältniss  za  dem  ersten  Glied.  Es  folgt  hieraus, 
dass  zu  einem  hinreichend  kleinen  Werthe  von  |  in  diesem  Fall  ein 
einziges  System  Yon  Werthen  für  die  GrOßen  tj^  gehOrt 

Wenn  2I  4=  0,  so  ist  die  Lösung  somit  eine  einfache. 
Ist  dagegen  J  «  0,  sind  aber  die  ünterdeterminanten  erster  Ord- 
nimg Ton  J  nicht  s&mmtlich  yerschwindend,  so  lautet  die  Gleichung  (5): 

▼0 

dx  d Oit       dx  d o^  dx  d flhai 

Andererseits  hat  man  nun  nach  (10)  §  1 : 

¥0  j  s:  1, 2, .  . . ,  n  und  s  einen  beliebigen  Werth  (1 , 2, . . . ,  n)  an- 
nehmen kann. 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  kann  man  sämmtliche  tjj  durch  einen 
einzigen,  z.  B.  17^  ausdrücken.  Behalten  wir  nun  in  (6)  nur  die  Glieder 
medrigster  Ordnung,  so  lautet  diese  Gleichung: 

(8)  Cfi\  +  Bfi,i  +  Ai^O, 

vo  man  das  zweite  Glied  yemachlässigen  kann,  wenn  J  :^0.    In 
diesem  Fall  hat  man  also: 


i»,  =  ±Vll/^ 
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und  jedem  Werth  Yon  |  entsprechen  zwei  verschiedene  Werthe  Ton 
fjy    Man  hat  also  hier  eine  Doppellosung, 

Würden  nun  weiter  auch  sämmtliche  ünterdeterminanten  erster 
Ordnung  yon  A  verschwinden,  so  würde  man  die  Lösung  von  (2)  in 
folgender  Weise  erhalten: 

Aus  (7)  erhält  man: 

wo  s  einen  heliebigen  Werth  (1,2, . .  . ,  n)  annehmen  kann. 

Da  nun  in  diesem  Falle  nach  §  1  n  —  2  von  den  Orossen 
^i>^i>  •  •  •  >  'y«  ^^^  durch  zwei  beliebige  von  ihnen  —  z.  B.  ti^  und 
fl^  —  ausdrücken  lassen,  so  erhält  man  aus  (9)  fllr  «  s  1  und  «  =  2 
zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

und  wenn  die  CoefEcienten  E  und  F  nicht  verschwinden,  so  bekommt 
man  nun  also  eine  vierfache  Lösung  der  Gleichungen  (2). 

Wir  finden  also,  dass,  wenn  die  Funcüonaldeterminante  für  be- 
stimmte Werthe  der  Grössen  x  und  y.  verschwindet,  zu  diesen  Werihen 
immer  eine  vielfache  Losung  des  vorliegenden  Systems  von  Gleichungen 
gehört 

Beispiel.    Man  betrachte  die  Gleichungen: 

(aj  -  a)*  +  y«  -  1  =  0 , 
«•  +  y«  -  1  =  0 , 
wo  a  einen  Parameter  bezeichnet 

Die  Fonctionaldeterminante  lautet: 


A 


«,  y 


=  ~4asf, 


welche  verschwindet,  wenn  a  »  0,  in  welchem  Falle  die  Gleichimgen  nicht 
unabhängig  sind,  und  für  y  «  0.  Dem  letzteren  Falle  entspricht  in  der  That 
eine  Doppellösung  des  vorliegenden  Systems. 

§  4.  Lineare  Substitutionen. 

Wenn    man    die   Grössen  ^^^  x^,  . . . ,  x^  gegen   neue   Grössen 
Vi^lftf  "  '  jVfi  vertauscht,   welche    mit   den   vorigen   durch  lineare 


§  4.  lAnean  Substitutionen.  17 


Belationen  Terbanden  sind,  so  entsteht  eine  lineare  Substitution.    Bei 
einer  solchen  ist  also  allgemein: 


(1) 


*i  -  riiVi  +  ri,yt  +  •  •  •  +yi,y.. 


*.  -y.iyi  +y.»y«  +  •  •  •  +ynnyn- 

Man  nennt  diese  Substitution  orthogonal,  wenn 

Setzt  man  die  Gleichimgen  (1)  in  (2)  ein,  so  bekommt  man  f&r 
eise  orthogonale  Substitution  folgende  Belationen  zwischen  den 
Coefficienten: 

welche   Gleichungen  auch  in  folgender  Weise  geschrieben  werden 
können: 


l^^'^-'-l  +  l    „    /»  =  »• 


Die   Anzahl  dieser  Belationen  zwischen  den  Coefficienten  in 

einer    orthogonalen   Substitution    ist  — ^— ^ — -^    und    da   die  ganze 

Zahl  der  Coefficienten  gleich  n'  ist,  so  ist  die  Zahl  der  unabhängigen 
Coefficienten  also 

n  (n  -  1) 
2 

Für  n  s=  3  hat  man  also  drei  unabhängige  Coefficienten  (die 
EuiiEB*schen  Winkelcoordinaten).  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  in  dem 
aOgemeinen  Fall  die  n'  Coefficienten  sich  rational  durch  ^ni^i--  1) 
onbestiiiimte  Grössen  ausdrücken  lassen. 

Mit  Hilfe  der  Belationen  (3)  erhält  man  nach  dem  Multi- 
pUcationstheorem 

J>  =  +  1 . 

Die   bekannteste   orthogonale  Substitution  ist  diejenige^   durch 

Cdaklikb,   Machanlk  des  Himmels.  I.  2 
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welche  man  die  Ver&nderangen  der  Ooordiiiaten  bei  einer  Drehung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  aasdrackt. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Transformationen  eines 
Polynoms  zweiten  oder  höheren  Grades  mittels  orthogonalen  Sub- 
stitutionen. 

G^nze  homogene  Functionen  nennt  man  Farmen.  Diese  Formen 
sind  quadratisch^  ctMsch  u.  s.  w.,  je  nach  ihrer  Gradzahl.  Dieselben 
werden  binäre,  temäre  u.  s.  w.  Formen  genannt^  je  nachdem  die  Zahl 
der  eingehenden  Veränderlichen  zwei,  drei  oder  höher  ist 

Eine  quadratische  Farm 

(*)  /'•=2^i*<*i         («V- 1,2, ...,«), 

wo  aij  =3  aji ,   kann  immer  durch   eine  orthogonale  Substitution  in 
eine  Summe  van  nur  Quadraten  transformirt  werden. 

Macht  man  nämlich  die  Substitution  (1)  in  (4)  und  bestimmt 
die  Coefficienten  ytj  so,  dass 

(5)  2«*iy«>^<»  =  0    fllr    ^=l=r, 

SO  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  yy  hier  — ^^-r — -  Relationen. 

m 

Da  die  Substitution   orthogonal  sein  soll,   kommen  noch  — ^         ^ 

Belatio&en  dazu,  und  hiermit  hat  man  die  genügende  Zahl  von  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  Goefficienten  yij. 

Diese  Bestimmung  geschieht  in  der  folgenden  Weise. 

Man  kann  (5)  folgendermaassen  schreiben: 

+  «2«y»J  +  •'•  +  rnfila^iYiP  +  a„>r2»  + ...  +  «»»r«-]  =  o. 

Andererseits  ist  nach  (3): 

Setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  jli  =  1^2,...,n  mit 
Ausschluss  des  Werthes  fi  ^  v,  so  findet  man  bei  einem  Vergleich 
zwischen  den  so  entstandenen  beiden  Gleichungssystemen,  dass 


§  4.     Lineare  SubeHMicnen, 
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Nennt  man  den  gemeinsamen  Werth  dieser  Quotienten  «,, 
bekommt  man  also  folgendes  System  von  Gleichungen: 


so 


(6) 


Wird  noch  die  Gleichnng 


(6*) 


r.,"=i 


hinzugefügt,  so  sind  hierdurch    die  Coefficienten  y^^,  y^^^  .  . ,,  y^^ 
bestimmt. 

Eis  wird  weiter  offenbar 


(7) 


/'='iyi'  +  '>yj*  +  ---  +  'ny«"» 


und  somit  ist  die  betreffende  Beduction  fertig  gebracht 

Zar  Bestimmung  von  #,    hat  man  nach  (6)  düie  Oleiebiuig  n^ 
Grrades: 


(ö) 


^W  = 


«11- 


«1>> 


«tl>        «>2  ""  *>  •  •  •i«Jn 


«nl»        «n2»  ••Ma^„-* 


=  0. 


Biese  Gleuhvng  hat  (fOr  reelle  aij)  nur  reelle  Wurzeln* 

Dieser  Satz  wird  in  folgender  Weise  bewiesen. 

Vm  seien  s^  und  s^  zwei  canjugirte  imaginäre  Wurzeln.  Die 
entsprechenden  Coefficienten  yi^  und  yi^  müssen  dann  auch  con- 
jngirt  sein,  so  dass  man  setsen  kann: 


(}* 
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riA.=c^»  +  V-l/?o 


Hieraus  folgt 

Yif^  Yir  =  «/  +  /?,*. 

Nun  ist  aber  nach  (3),  weil  die  Substitution  orthogonal  ist, 
und 

welche  Gleichungen  sich  offenbar  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen widersprechen.  Die  Wurzeln  können  also  nicht  imaginär 
ausfallen. 

Dagegen  können  mehrfache  Wurzeln  von  (8)  auftreten. 

Hat  F{s)=0  eine  doppelte  Wurzel,  dann  muss  für  diese  auch 

^W-0. 
mithin 


d  etil       da,,  '        öo»,« 

d  F 
sein.   Diese  Gleichung  mit  -^ —  multiplicirt  lautet 

^  *  d  Oii  doii   d Oii       ö  o,,  da^i       "'       donn  don 

Nach  §  1  Formel  (7)  ist  aber,  weil  F=^0, 

dF     dF  _    dF      dF 

also 

dF    ^F_  _    dF    J^F_  _    öF      dF 
d  Oii     d  Uli         d  Oii     d  au         d  a-n     d  On 

das  letztere,  weil  die  Determinante  F  symmetrisch  ist     Man    hat 
demnach 

^^dau  \d(hil        \d(HiJ  \d  a„J 

aus  welcher  Gleichung  nun  folgte  dass  sämmtliche  Uhterdetermmanten 
zu  F  von  der  ersten  Ordnung  verschwinden. 


§  4.     Lineare  SubstikUionen,  21 


In  diesem  Falle  wird  aber  nach  Formel  (12)  in  §  1  die  Lösung 
▼on   (6)  die  folgende 

d*F  _      d*F  d*F_ 

SO  dass  die  Coefficienten  ;^,>  sich  durch  zwei  derselben  ausdrücken. 
Ihirch   die  Gleichung 

ri.^  =  1 

kommt  eine  Bedingung  hinzu.  Man  kann  aUo  einem  von  den 
Coefficienten,  z.  B.  y^^,  einen  beliebigen  Werth  zuertheilen. 

^ei  einer  Doppelwurzel  <,  kann  also  einer  von  den  entsprechenden 
Ca^fficienten  /j,  willkürlich  gewählt  werden,  — 

Bei  einer  yielfachen  Wurzel  können  mehreren  yon  den  Coeffi- 
cienten  beliebige  Werthe  zuertheilt  werden. 

Die  Form 

bleibt  doch  immer  bestehen.    Einer  vielfachen  Wurzel  entsprechen 
melirere  Glieder  mit  demselben  Factor  «. 
Beispiel  1.     Es  sei  die  binftre  Form 

gegeben;  dieselbe  soll  durch  eine  orthogonale  Sabstitation 

^  -  rix  Vi  +  rit  yt 
^  =  Tn  yi  +  r«  y« 

in  eine  Summe  von  Quadraten  umgeformt  werden. 

Man  bekommt 

8  -  «,    4 

F(s) 


Es  wird  also 


(ir-7)(«  +  l) 


4,     S-« 
und  die  entsprechenden  Werthe  der  Coefficienten  sind 

1         _       1 

Tn  "  rr^ »fit  —  — 


/2  1/2 
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Beispiel  2.     Ffir  die  temflre  Form 

bekommt  man 

!?•(*)  =  (1-«)(1-«)(11-*), 
also 

«j  s  «,  s  1;        «g  s  11  . 

Man  hat  es  hier  also  mit  einer  Doppelwnrzel  su  thun.  Einer  voa  den 
Ooefficienten  /  kann  mithin  wiUkürlich  gewfthlt  werden.  Elr  sei  fn.  Man 
bekommt  dann 


Ttt  "  Tit  '  f  11  ■■  ""  Vl—fii*'  7it  ■■  ^  • 


2|/l~rii'   .  ^     ^       27„  1 

^" VT       '       ^"         VT     '        ^"    >T 


**    -         V^  -  fit*    .         ^    ^       fu         .         ^    «_?_ 

Was  f&r  ein  Werth  auch  dem  Ooefficienten  fn  znertheilt  wird,   so    hat 
man  doch  nun  immer 


§  5.    Lineare  DilTerentialgleichungen  mK  periodiechen 

CoefHcienten. 

Solche  Differentialgleichungen  kommen  in  der  Mechanik  des 
Himmels  häufig  vor.  Ihre  TheoriCi  yon  Hebmite  begründet,  ist 
zuerst  yon  Floqüet  systematisch  dargestellt  worden  in  den 
„Annales  de  l'&ole  Normale''  f&r  die  Jahre  1883  und  1884. 

Ich  werde  mich  hier  besonders  mit  einem  System  von  gleich- 
zeitigen linearen  Differentialgleichungen  beschäftigen,  zuerst  werde 
ich  indessen  die  Gmndzüge  der  FLOQUET*schen  Untersuchungen  kurz 
wiedergeben. 

Gegeben  sei  also  eine  lineare  Differentialgleichung  n^  Ordnnng 

(1)  P{y)  =  ^+p^(^)^-J.  +  .  .  .  +;,^(,)y  =  0, 

t 

WO  pj ,  , . .  ,p^  periodische  Functionen  von  x  mit  derselben  Periode  oj 


§  5.     Lineare  Diffbrentialgimchimgem  mii  periodidehm  CoeffioiefUen,     28 


und.  Ffir  die  ABwendangen  dieser  OleiohoBg  in  der  Astronooue 
genügt  es  im  Allgemeinen  anzunehmen,  dass  diese  Coefficienten 
eindeutige,  stetige  und  analytische  Functionen  von  x  sind, 
die  in  jedem  Punkt  a  sich  nach  den  poaitiTen  Potenzen  von 
z  -^  a  entwickeln  lassen.  Durch  die  Untersuchungen  yon  BVchs 
in  Cbblle's  Journal  Bd.  66,  welche  nunmehr  in  die  Lehrbücher 
übergegangen  sind,  ist  es  bekannt,  dass  man  dann  in  jedem  Punkt 
ein  System  von  m  Potenzreihen  finden  kann,  welche  die  Gleichung  (1) 

befriedigen,  und  aus  denen  jedes  andere  Integral  sich  linear  aus- 
drücken lässt  Diese  Potenzreihen  bilden  zusammen  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen. 

Es  sei  nun  /^  (^)»  /^  (^)  >  •  •  •  >  f^(x)  ein  derartiges  Fundamental- 
system zu  (1).  Dann  müssen  auch  /^  (x  +  o)) ,  /*!  (x  +  o)) , . . . , 
f^{x  +  a>)  ein  Fundamentalsystem  bilden.  £s  ist  nun  immer  mög- 
lich ein  System  von  Coefficienten  Äij  zu  finden  von  der  Art,  dass 


(2) 


f^(x  +  ö>)-  ^1  f^(x)  +  Ä^  f^(x)  +  .,.  +  A^^  f^{x) 
f^ix  +  6,)  -  A^,  f,{x)  +  A^,f,{x)  +  ...  +  A,J^{x), 


wo  die  Determinante 

(3)  l^iil+0. 

Wie  ein  solches  System  von  Coefficienten  bei  den  praktischen 
Anwendungen  thatsächlich  gefunden  werden  soll,  werden  wir  sp&ter 
untersuchen. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  es  möglich  ist»  ein  Integral  F{x)  von 
P(y)  SS  0  zu  finden  yon  der  Art,  dass 

(4)  F{x  +  ca)^sF{x). 

Functionen  dieser  Art,  die  also  so  beschaffen  sind,  dass  sie, 
wenn  das  Argument  mit  einer  vollen  Periode  yermehrt  wird, 
denselben  Werth,  mit  einem  constanten  MultipUeator  s  multiplidrt^ 
wieder  annehmen,  nennt  man  periodische  Functionen  von  der  zweiten 
Omtbmg.     Die  Benennung  rührt  ton  Hbbuxtb  her,  weloher  zuerst 
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solche    Functionen   bei    dem   Stadium    der  LAHfi'schen   Öleichung 
untersucht  hat 

Dies  Integral  F{x)  muss  man  auch  durch  die  Functionen  f^  (jr), 
/^(jt),  . . . ,  f^{x)  linear  ausdrücken  können.    Es  sei  hierzu 


(5) 


^(*)  =  «1  /"i  w  +  «,r,  (*)  +  ...  +  «»/;(*), 


wo  U],  «2, . . .,  u^  gewisse  Goefficienten  bedeuten,  die  nicht  säramt- 
lich  verschwinden  können. 

Aus  (4)  und  (5)  folgt 
sF{x)  =  F{x-\-a)  =  M,/;(*  +  aj)  +  u,/'j(*  +  a>)  +  ...  +  u,/',{*  +  «>)  = 

+  «*  [^,1  fx  (*)  +  ^,  /;  w  +  •  •  •  +  ^,»  /«(*)]  + 
+ 

+ «« [^«1  fx  (*)  +  ^,1  /;(*)  +  ...  +  <,  /;  w] 

Es  folgen  also  zur  Bestimmung  von  u^,  «,,...,  u„  die  Q-lei- 
changen 

^««1  +  Kj  -«)«,  +  ...+      ^„,  M„  =0, 


(6) 


A««i+     ^««««     +...  +  (^„„ -«)«.=  0, 


wo  wenigstens  einer  der  Goefficienten  u  unbestimmt  bleibt.    Ffir  s 
bekommt  man  hieraus  die  folgende  Gleichung: 


(7) 


<?(*)  = 


•^11  '  i  ^21  >    •  •  •  > 

-^12  >     -^22  *  ?    •  •  •  ? 


nl 


J 


n2 


^In»  ^2n»     •  •  M    U«n—*) 


=  0, 


welche  man  die  Gleichung  in  s  oder  die  Fundamentalgleichung  nennt. 

Hat  &  (#)  =  0  n  verschiedene  Wurzeln,  so  giebt  es  n  Integrale, 
die  periodische  Functionen  von  der  zweiten  Gattung  sind.     Diese 


§  5.    Lineare  Differenüalgleiehungen  mü  periodisehen  Ooeffioienten.     25 


n  Integrale  bilden  aach  zusammen  ein  Fundamentalsystem  von 
Integralen,  denn  bestände  zwischen  ihnen  eine  lineare  Relation 

^1^1  W  +  C,F,(x)  +  ...  +  C^F^ix)  =  0, 

so  erhielte  man,  indem  man  x  gegen  x  +  to  vertauscht  und 
diese  Operation  n  —  1  mal  wiederholt,  n  Gleichungen,  aus  denen 
folgen  würde,  dass 


1, 


1,  ...,  1 


«-1 


'3 


M-1 


•M    '„ 


•M    V 


n-l 


(^-*— l) 


was  nur   möglich  wäre,  wenn   zwei   Ton  den  Wurzeln  s  einander 
gleich  sind. 

Kommen  vielfache  Wurzeln  vor;,  so  erh&lt  man  nicht  in  dieser 
Weise  alle  Integrale.  Floqübt  hat  gezeigt,  dass  zu  einer  yielfachen 
Wurzel  von  der  Ordnung  pL  ein  System  von  ju  Integralen  ^^ , . . . , 
F^  gehört,  die  sich  durch  periodische  Functionen  q>ij{x)  von  der 
zweiten  Gattung  in  folgender  Weise  darstellen  lassen: 


Ich  werde  mich  indessen  bei  dieser  Frage  hier  nicht  aufhalten, 
da  sie  bei  der  Untersuchung  eines  Systems  Ton  gleichzeitigen  Differen- 
tialgleichungen besprochen  werden  soll. 

Ein  solches  System  wird  nach  einer  Methode  untersucht,  welche 
der  FiiOQinBT'schen  ähnlich  ist  Die  Discussion  wird  indessen  in 
den  Einzelheiten  etwas  anders  und  da  (1)  sich  immer  auf  diesen 
Fall  reduciren  lässt,  so  gehe  ich  zu  der  Behandlung  dieses  allge- 
meineren Falles  über.  —  Die  Bestimmung  der  Form  der  Integrale 
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ftLr  diesen  Fall  ist  von   PoiNOABt  gegeben  in   seinen  ^^M^thodea 
nouvelles  de  la  möcaniqne  cöleste^ 

Wir  nehmen  an,  dass  das  vorliegende  System  von  Gleichungen 
von  folgender  Form  ist: 


(8) 


dx, 


i"  =  V'«!  ^1   +  y««  ^«  +  •  •  •    +  9n«*«J 


WO  (p^^j  (f^^  n.  8.  w.  eindeutige  und  analytische^  periodische  Func- 
tionen von  t  sind  mit  der  Periode  2n. 

Nach  der  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Gleichungen  kann 
man  sich  ein  System  Ton  n  Lösungen  der  Gleichungen  (8)  yer- 
schaffen: 

^1  =  ^^21  W»    *2  =  ^^22  (0>    •••>*,  =  V'2i,W. 


Wenn  diese  Integrale   ein  Fundamentalsystem  ausmachen,    so 
müssen  die  allgemeinen  Integrale  Ton  (8)  von  folgender  Form  sein: 

^2  =  <?i^i2  W  +  <?2 ^^22  W  +  . . .  +  ^.^„2(0. 


wo  (7^,  C,,  . . .,  C^  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Da  die  Goefficienten  (pij  [t)  die  Periode  2  n  besitzen,  so  bleiben 
^ffijii)  auch  Integrale,  wenn  t  gegen  t+2n  yertauscht  wird.    Also  ist 


(9) 


Vis  ('  +  2 «)  =.  ^1,  Vi,  (<)  +  4„  t^„  W  +  . . .  +  ^i,-«^,,  (<) , 
Vi„(*  +  2 «)  -  ^11 1^,„(<)  +  4„  V/„(/)  +  . . .  +  4,„V,,(<) 
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und  ebenso 


(»*) 


V«i  ('  +  2«)-  ^„  v„  (0  +  ^Mt^MW  +  -  • .  +  ^,V.iW. 

v.,(*  +  2«)  -  ^1  t^„W  +  ^„  VmW  + . . .  +  ^.V.,W 


n.  8.  w. 

Es  seien  nan  6«^  (/),  6,, (t),  •  •  •>  6!,a(/)  petiodiBche  Functionen 
Ton  der  zweiten  Gattung,  so  dass 

wo  $,  eine  Constante  bezeichnet.     Wenn  diese  Fonctionen  auch 
Int^;rale  von  (8)  sind,  so  hat  man 

e,i(0  =  ^1  v»i,(/)  +  B,^„{t)  +  ...  +  Ä,t^.,W;       («=1,2,...,«), 
and  es  ist  dann 


+ 


+  -»« [<i  V»,(<)  +  <«  V.,W  +  •  •  •  +  A»  V,.  W] . 

=  «,  [J?,  Vu (<)  +  i?,  t^„(<)  +  •  • .  +  -8«  V„ (<)] . 

Die  Grössen  B^  werden   also   aas  folgenden   Gleichongen   be- 
rechnet: 

(    {A^^-^,)B^  +  A,^B,  +  ...+     J^^B^      -0, 

(10)        \    ^»-»i  +  C^i -'»)■»«  +  •••+     ^t^n     -0. 


md  «,  wird  ans  der  Gleichung  (7) 


7) 
estimmt 


(?(*.)  =  0 
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Wenn  man 

Sy  =:  e 


setzt,  so  findet  man,  dass  e       0yi{i)  periodische  Functionen  (von  der 
ersten  Gattung)  sind.    Wir  schreiben  also 


a-t 


0,i  =  e  '  Ki{t), 

wo  nun  >Ui(^)  periodische  Functionen  der  Zeit  bezeichnen. 

Sind  sämmtliche  Wurzeln  s^  der  Fundamentalgleichung  von 
einander  y erschieden,  so  haben  nun  die  allgemeinen  Integrale  fol- 
gende Form: 


(11) 


*i  =  C-,  «""Xi  W  +  C,  «"'a,,  {t)  +  ...  +  C^  «'"*A,i  (0, 


*,-^iA„(')  +  «?,'"'\.W  +  ...  +  c.«''"'^.»('). 


Die  Grössen  a^  werden  von  Poincab£  charakteristische  Exponenten 
genannt  Sie  spielen  eine  wichtige  Bolle  bei  allen  Stabilitäts- 
untersuchungen in  der  Mechanik. 

Wenn  die  Fundamentalgleichung  &  («)  »  0  vielfache  Wurzeln 
besitzt^  wird  die  Form  der  Lösung  unter  ümsULnden  eine  andere. 

Aus  den  Gleichungen  (10)  werden  die  QuoHeraen  zwischen  den 
Coefficienten  B  bestimmt  Einer  von  denselben  ist  also  immer 
willkürlich  und  spielt  die  Eolle  einer  Integrationsconstante.  Würde 
6^  (#)  =3  0  eine  Doppelumrzel  besitzen  und  ftlr  dieselbe  sämmüiehe 
ünterdeterminanten  erster  Ordnung  verschwinden,  so  könnten,  wie  wir 
in  §  1  bewiesen  haben,  zwei  von  den  entsprechenden  ^-Coefficienten 
willkürlich  bestimmt  werden.  Man  hat  dann  für  diese  Wurzel 
zwei  Integrale,  die  beide  periodische  Functionen  von  der  zweiten 
Gattung  sind,  mit  demselben  Multiplicator. 

Sind  aber  nicht  alle  ünterdeterminanten  von  der  ersten  Ord- 
nung gleich  Null,  so  kann  die  Natur  der  Integrale  in  folgender 
Weise  bestimmt  werden. 
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Es  sei  ^  eine  Doppelwurzel. 

Zu  diesem  s^  gehört  nun  ein  System  yon  Werthen  f&r  B^, 
B^^  .  . . ,  B^  (von  welchen  Grössen  eine  willkürlich  ist)  und  ein  ent- 
sprechendes System  von  6- Functionen  —  0jj,  ©j^,  ...,  6^^,  mit 
dem  Multiplicator  #^.    Es  ist  dann 

©18  =  AV'l«  +  -»2^21  +  •••  +  ^.V.2^ 


WO  wenigstens  einer  yon  den  Coefficienten  B^  —  z.  B.  B^  —  Ton 
Null  yerschieden  ist.  Man  kann  daher  das  Fundamentalsystem  i/;. . 
gegen  das  folgende  vertauschen: 

"ll  y    ^^21  >    •  '  •  >    ''/'ml  ' 
"l2  »    ^^22  >    •  •  •  >    ''/'n2  » 


ölm'    '^2«'    •••!    V', 


»n 


Mit   Hilfe    dieses   Fundamentalsystems    bildet    man    die    Oki- 
ehunff  in  s.    Statt  der  Gleichungen  (9)  hat  man  nun  die  folgenden: 

^^,{t  +  2n)  ==  B^,e,,{t)  +  B^,^,,{t)  +  ...  +  B^^^^,{t), 
woraus  die  neue  Gleichung  in  s  entsteht 


(12) 


G,W  = 


*i  -', 


B. 


21  > 


0,       ...,        0 


-*nl'  ^n»^  ••  M    -5„„-* 


=  0 


Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  müssen  mit  den  Wurzeln  von  (7) 
zusammenfallen  (Floqüet)  und  es  ist  also 
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(13) 


0 


Diese  Gleichung  muss  also  eine  Wurzel  gleich  «^  haben. 

Ans  (13)  geht  hervor,  dass  es  ein  System  Ton  Grössen  x^, 
X,,  ...,  x^  giebt,  welche  nicht  simmtlioh  gleich  Null  sind,  und 
welche  die  folgenden  Gleichungen  befriedigen: 


i^n-h)»i  +  --'  +  ^nt». 


0, 


(14) 


J?,.«,  +  ...  +  (5.,-»i)«.  =  0. 


Wir   können   nun   aus    unserem  Fundamentalsystem  folgende 
Integrale  bilden: 

e„  (0  =  «1 0n  (<)  +  «jt/»,!  {()  +  ...  +  «,v,i  (0, 

e„  (t)  =  «1  0„  (0  +  X,  Vm  W  +  •  •  •  +  «nV'n«  W, 


WO  X,  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet 
Aus  diesen  Gleichungen  bekommt  man 

+ 

+  «« [-».1  ©i  *  (0  +  -»„,V2.-  W  +  •  • .  +  -»««V.,  (')] 

+ 

welche  Gleidiung  in  Folge  der  Relationen  (14)  die  folgende  Form 
annimmt 
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=  L«x'i  +  «i-»«  +  •••  +  «.-».i]©!*«  + 
+  'i[Ö,<(0 -«,©!,(<)]• 

Setzt  man  nun 

SO  genügt  also  Q^^it)  der  folgenden  Functionalgleichang 
(15)  %,{t  +2n)^Ä  e,,(0  +  #j  e,,(o. 

Wird  hier  mit 
diyidirt,  so  bekommt  man 

eine  Gleichung,  die  befriedigt  wird,  wenn  man  setzt 


tf-s("+^' 


» 


wo  ^{f)  eine  periodische  Function  von  t  mit  der  Periode  2^  be« 
zeiclmet. 

Hieratu  folgte  dass  diejenigen  Integrale,  die  der  doppelten  Wurzel  #j 
entsprecheny  die  folgende  Form  besitzen 

(16)  ö,*W  =  ö'2*W+2^'ö.*W. 

tao   O'aiCO  ^^  ^ii(^)  p^odiecke  Functionen  von  der  zweiten  Gattung 
mit  demselben  Multiplicator  s^  bedeuten. 

Der  Coefficient  A  ist  nicht  nothwendiger  Weise  von  Null  ver- 
schieden. Wenn  A^^O,  so  sind  sowohl  02  ii^)  ^^  ^ii(0  periodische 
Functionen  von  der  zweiten  Gattung. 
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Ist  s^  eine  dreifache  Wurzel,  so  kommen  mit  t^  mnltiplicirte 
Glieder  zum  Vorschein  u.  s.  w.  Dieses  Thema  findet  man  (f&r  die 
Gleichung  (1))  in  der  Abhandlung  von   Floquet  näher  ausgeführt. 

Bei  den  praktischen  Anwendungen  dieser  Theorie  spielt  die 
Bildung  der  Gleichung  in  s,  G  {s)  =  0,  eine  wichtige  Rolle.  Ich  werde 
mich  deswegen  etwas  ausführlicher  bei  diesem  Punkt  aufhalten. 

Die  Aufgabe  zerfällt  in  zwei:  1)  Berechnung  eines  Funda- 
mentalsystems  von  Integralen,  2)  Berechnung  der  Coefficienten  Aij 
aus  diesem  Fundamentalsystem. 

Betrachten  wir  zuerst  die  letztere  Aufgabe.  Mittelst  der  G-lei- 
chungen  (9)  hat  man 


(9) 


V„  (f  +  2  n)  =  A,,  t/;„  (<)  +  ^„  V*»«  (<)  +  •••  +  ^„  V«j  (0 » 


l    t^,,(f  +  2  «)  =  A,,  ^,^{t)  +  J„  V'j«  (<)  +  •••  +  ^,«  V.«  W . 
und  die  Determinante 

I  VyW  I 

ist  nicht  identisch  gleich  NuIL 

Nehmen  vir  nun  an,  dass  ^  =  0  eine  solche  Stelle  ist,  in  welcher 
diese  Determinante  nicht  verschwindet    Es  sei  also 

^=IViy(0)l  +  0. 

Für  t=  0  erhält  man  nnn: 

^11  (2  «)  =  A,,  v„  (0)  +  A,^  ^f,„  (0)  +  .  . .  +  4,  t^,!  (0) , 
Vi%  (2  «)  =  ^,1  Vi»  (0)  +  A*  Vit  (0)  +  . . .  +  ^i,  t//,,  (0), 

Vin  (2  ^)  =  Ai  Vi « (0)  +  ^«  Vj»  (0)  +  •  •  •  +  ^<„  '«/'«.(O) . 
Die  Lösung  dieser  Gleichungen  ist  nach  §  1  Formel  (9): 
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"^^^  -  T^ V« (2«)  +  t£:  V«(2«)  +  -  +  ^ Vu(2«), 


^^a  =  T^V'«(2«)  +  y^t,'«(2«)  +  ...  +  ^V..(2«), 


dJ 


dJ 


BJ 


^^«-ä^^a(2«)  +  ä^Vi,(2«)+..-  +  ä^t(;,.(2«), 


oder  allgemein 


(17) 


^Ai^ 


dJ 


BJ 


BJ 


5^V«(2«)  +  i^V«(2«)  +  ...  +  ä-v-^i«(2«) 


Ans     dieser   Fonnel    geht   nach    dem   Multiplicationsiheorem 
hervor,  daas 


J" 


'<i 


Vj> 


Vii(2^) 


Nun  ist  aber  nach  Formel  (3)  in  §  1 


80  dass 
(18) 


m 

C 

dA 

= 

J»-S 

A 

i 

-- 

1 
ä 

Vo(2^) 

Mittelst  (17)  sind  die  Coefficienten  A^,  bestimmt,  sofern  die 
Grössen  \p^.  (0)  nnd  i//. .  (2  n)  gegeben  sind.  Es  erübrigt  noch,  diese 
Grössen  zu  finden. 

Die  Functionen  t^^ .  bilden  zusammen  ein  Fundamentalsystem 
Ton  Integralen  von  (8).  Ein  solches  Fundamentalsystem  kann  aber 
immer  in  der  Form  yon  Potenzreihen  nach  t  gefunden  werden. 
Diese  Methode  ist  zwar  in  der  Praxis  nicht  immer  die  bequemste; 
sie  f&hrt  aber  immer  zum  Ziel  und  ich  werde  unten  an  einem 
besonderen  Beispiel  einen  anderen  Weg  zeigen,  auf  dem  man  in 
der  Astronomie  gewöhnlich  schneller  zum  Ziel  kommt 

Han  kann  also  setzen 


'^iii^  =  ^ii  +  *<,'  +  ^ii^  +  •  •  •, 
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und  die  Coefficienten  können  durch  Einsetzen  in  (8)  in  gewöhnlicher 
Weise  bestimmt  werden.  Von  diesen  Coefficienten  können  n{n  —  1) 
willkürlich  gew&hlt  werden.    Wenn  man  demnach  nun  setzt: 


(19) 
80  wird 

und 


_jO  ftr  t4=j 


J  =  l 


0  ftr  t:^j 


und  man  bekommt  also  nach  (17)  f&r  Aij  die  ein&che  Fonnel 


(20) 


Aj'^'^iP^)' 


FiSüt  die  Aufstellung  der  Gleichung  in  s  hat  man  also 
Functionen  ^ij  (2  n)   zu  berechnen  und  es  lautet   nim   die 
chung  m  s 

Vii(23^)-*,         ^12(2«),  .••,         V'i»(2«) 


die 


(21)      G{s)^ 


^^•1(2^),         V,2(2^),  •..,    t^««(2^)-* 


=  O. 


Die  Berechnung  der  Functionen  t/^jj  (Q  für  t^2n  kann  in 
yerschiedener  Weise  ausgeführt  werden,  nur  muss  festgekalteii 
werden,  das»  man  m  Bezug  auf  diese  Functionen  die  Varaussetxung 
gemacht  hatj  dass 

(0  für  14=  J 
(1»*)  ^o-W-^    , 


§  6.    Beispiele  zun  vorigen  Paraf  raphen. 


Ich   nehme  an,   dass    wir  nur   zwei  abhängige  Veränderliche 
haben,  so  dass  also  die  yorgelegten  Gleichungen  die  folgenden  sind: 
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(1)  i  ^ 

In  Bezog  auf  die  Fanctionen  ^,  die  periodisch  in  t  sind  mit 
der  Periode  2n,  wird  nnn  ausserdem  angenommen,  dass  9p,j  nad 
qf^^   ungerade,  9?^,  nnd  9p,,  gerade  Functionen  von  t  sind.    Es  ist  also 

Es  lisst  sich  dann  ein  Fundamentalsystem  Ton  Integralen 

finden  von  der  Beschaffenheit,  dass 
(3) 


Vm(-0  =  +  ^^m(<)- 


Man  kann  diese  Integrale  weiterhin  so  w9Men,  dass 
f  V„(0)  =  1,   V„{0)  =  0, 

I  v„(0)  =  o,  -.^„w-i. 

Die  Coefficienten  ^«j-  sind  also  gleich  ^\)^^^1t\. 
Die  Belationen  (9)  §  5  lauten  nun 

^1«  (*  +  2  «)  =  ^1, 1/;,,  [fy  +  J,  j  V-j,  (<) , 
^,1  (<  +  2  31)  =  J„  1//11  (0  +  ^„  V„  (0 , 
Vm  ('  +  2  «)  =  ^1  V»„  (<)  +  ^„  V»,,  W . 

Setzt  man  in   diesen  Gleichungen  t=^  —  2 «,  so  erhftlt  man 

\      in  Betracht  der  Gleichungen  (3)  und  (4) 

8* 
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1=       4,i/;ii(2«)-^,t//„(2«), 
0  =  -  ^11  Vi»  (2  «)  +  Ai  Vm  (2  «) 
und  hieraus,  weil  Äij  =  tpij  (2  n), 

(  1  =  Vii  (2 «)  Vii  (2 «)  -  Vi» (2 ») V,i  (2«) 

(5)  i 

l     t//ii(2  3i)  =  t/;„(2«). 

Ans  (5)  kann  man  eine  wichtige  Eägenschaft  der  eharctkterütisehen 
Exponenten  für  diesen  Fall  ableiten. 
Die  Gleichung  in  «  lautet  nämlich 


Vu(2«)-«»     Vi»  (2«) 
V»i(2«).     V»»(2«)-» 


0» 

oder 

(6)  «»  -  (v/xi  +  V»») '  +  Vii  V»»  -  Vi»  V»i  =  0 , 


oder  in  Betracht  der  Gleichung  (5) 

(6*)  »»-2t^„(2«)<  +  l  =  0. 

Setzt  man  nun 

(7)  »  =  «^='»"  , 

80  wird  also  a  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt 

(8)  cos  2  a  jf  =  t//ii  (2  n) . 

Diese  elegante  Form  zur  Berechnung  von  a  ist  zuerst  von 
Gallandheau  angegeben  für  die  Gleichung 

-^  +  (a^,  +  Oj  cos  f  +  ttj  cos  2  f  +  . .  .)  a:  =  0 , 

die   eine  grosse  Rolle  in   neueren  astronomischen  Untersuchungen 
spielt  und  offenbar  ein  Specialfall  von  (1)  ist 

So  oft  nun  der  absolute  Betrag  von  t//^^  (2  n)  kleiner  als  Eins 
ist,  bekommt  man  aus  (8)  einen  reellen  Werth  für  a,  Eüne  durcli 
(1)  definirte  Bewegung  wird  dann  stabil  ausfallen. 
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Die  Differentialgleichimg 
(9)  ^^{^l+bcost}x 

ist  ein  Specialfall  von  (1).    Setzt  man  nämlich 

dx       dxi 

^1         *'*«  dt  dt' 

SO  erh&lt  man  statt  (9) 

dt     *»' 

(9^ 

^«(^l+ÄcosOxj; 

es  ist  also  in  diesem  Falle 

9)jl  s»    —  1  +  Ä  cos  ^;       ^22=*^' 

Die  Bedingungen  (2)  fiir  die  Functionen  9)  sind  also  erfüllt, 
und  zur  Bestimmung  yon  a  kann  man  die  Formel  (8)  benutzen. 
Es  gilt  nun  die  Function  t//j^(2;r)  zu  berechnen. 

*i  ^V'iiW;     ^a  =  ^i2W 

sollen  zusammen  ein  Integral  yon  (9*)  bilden  und  dabei  ist  an- 
genommen, dass  i^jj  eine  gerade,  i//^2  eine  ungerade  Function  von  t 
aosmachen  und  ausserdem  ist 

Da  in  diesem  Falle 

BO  sind  diese  Bedingungen  von  selbst  erfüllt,  wenn  nur  '^^^{i)  eine 
gerade  Function  ist  und  t/;^^  (0)  ^  1. 

Es  genügt  also  ein  Integral  zu  (9)  zu  suchen,  welches  diese 
Bedingungen   erfüllt    Am  nächsten  liegt  es,   das  Problem   durch 
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eine    Potenzreihe    nach   t  zu   lösen.     Man   setzt  zn   diesem   Zweck 
in  (9) 

Die  Secnrsionsformel  fOr  die  Goefficienten  'wird 
(2n  +  2)(2n  +  l)a,+i  =  -a, 


■^  L  "~1F    1*7""*     Tl*~  •  J 


Bis  zur  vierten  Potenz  hat  man  also 


(10)      ^  =  ,^^jf)=.H-4-(«l+Ä)^  +  J-.(l-3Ä  +  i«)^-h 


24 


Da  die  Beihe  beständig  convergent  ist,  so  kann  man  natOrlich 
immer  mittelst  dieser  Eeihe  i/^ii(2  9r)  berechnen.  Die  Berechnung 
wird  aber  sehr  mühsam,  und  nnr  für  ziemlich  grosse  Werthe  von  b 
wäre  diese  Berechnungsmethode  zu  empfehlen.  Es  lässt  sich  auch  niclit 
in  dieser  Weise  entscheiden,  ohne  für  b  einen  numerisch  bestimmten 
Werth  anzunehmen,  ob  der  nach  (8)  berechnete  Werth  von  a  reell 
oder  imaginär  ausfällt  Man  muss  sich  deswegen  in  der  Praxis 
nach  anderen  Methoden  umsehen. 

In  den  astronomischen  Anwendungen  dieser  Gleichung  ist  A 
im  Allgemeinen  eine  kleine  Zahl,  und  dieses  ümstandes  kann 
man  sich  bedienen,  um  den  Werth  von  a  zu  berechnen.  Dieser 
Weg  ist  auch  deswegen  Ton  Interesse,  weil  er  zeigt,  wie  man 
sich  einer  „Entwickelung  nach  den  Potenzen  der  Massen'^  be-> 
dienen  kann,  um  allgemeiner  gültige  Integrale  zu  erhalten. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  das  Integral  von  (9)  nach  den 
Potenzen  von  b  entwickelt  werden  kann  und  setzen 

x^^X^  +  bXj^  +**la  +  ... 

Beim  Einsetzen  dieses  Ausdruckes  in  (8)  zerfällt  die  zu  unter- 
suchende Gleichung  in  die  folgenden  Gleichungen 


§  6L    BnspüU  z/um  vörtgm^  Famgraphrni».  3ft 


-^  =  -j;  +  COS/J;, 

n.  8.  w.,  und  wir  haben  ein  Integral  zu  diesen  Bleichungen  au&u- 
sndieii,  das  gerade  ist  und  f&r  ^  =s  0  gleich  der  Einheit  wird. 

Man  bekonunt  nun  nach  einander,  wenn  wir  überall  einen  will- 
kfirlichen  Factor  Torläufig  weglassen, 

X^  =s      cos/, 

^  24  96  ' 

^3=-^/sin2^ 

_  J??_co8  2/ ^coe4f, 

1728  2880  ' 

K                      im 
X.  =      ^  cos  / tsint* 

*  1152  6912  ^ 

+  .J_^8in  8  f  + -^^  COS  3  <, 


+  .o»»..v  COS  5  / . 
^  138240 


Es  ist  also 


+ i 

Hieraus  folgt  nun: 
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Mit  Bücksicht  anf  die  erste  Gleichung  bekommt  man  also 


Da 


so  hat  man 


V'„(2«)  =  l+^jA_(2„)«4*  +  .. 


^  =  1-^*  +  ..., 


(11)  C082a«  =  l +-^(2«)«Ä*  +  ... 

Es  wird  mithin  in  diesem  Falle  cos 2 er»  grösser  als  die  Eün- 
heit^  und  a  also  imaginär. 

In  den  astronomischen  Anwendungen  dieser  Gleichung  ist  b  im 
Allgemeinen  mit  der  Masse  der  ^^renden^'  Planeten  multiplicirt 
und  es  ist  bemerkenswerth,  dass  man  in  diesem  Fall  bis  zur  vierten 
Potenz  der  Masse   gehen  muss,   um  die  Abweichung  der  Function 

'V'ii  (^  ^)  ^^^  ^^^  Einheit  zu  finden. 

Wenn  statt  (9)  die  folgende  Gleichung 

(12)  ^  =  (-n2  +  ÄcosO^, 

wo  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet,  vorläge  ^  so  braucht  man  die  Eünt» 
Wickelungen  nicht  so  weit  zu  fahren.  Die  Lösung,  welche  dem  Inte- 
gral i/;^j  (t)  entspricht,  wird  hier,  nach  Potenzen  Yon  b  entfdckelt. 


wo 


x^X^+bX^+b^X^+..., 

X^  =  cosn^, 

T  —      CO*  (^  —  w)  /       ,       cos  (1  -f  n)  / 

^  "~  2  [n«  -  (1  -  n)«]  "*"  2  [fi«  -  (1  +  «)«]  ' 

^  ==2^'^"^"^  [4[n«-(l-n)«]  +  4 [n »  -  (1  +  «)«] 

cos (2  -  n) ^ cob(2  +  n) ^ 


4[n*-(2-«)«][n«-(l-n)»]    '   4 [«•  -  (2  +  n)"]  [n*  -  (1  +  n)»J 
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Nimmt  man  nim  auf  die  Gleichung 

Vn  (0)  -  1 
Bücksicht,  80  bekommt  man 


C08  2flras=t//,.  {2n)^  CQ%2nn  +  mi2nn  - — -—^ — rr- 

T-ii  \      '  2  n  (4  n*  —  1) 


+  ... 


einen  Ansdrack^  der  kleiner  als  die  Einheit  ist    Setzt  man  nun 

a  =  n(l  —  er), 
80  wird 

übereinstimmend  mit  dem  Besnltat  von  Ldidstedt  in  seinen  be- 
kannten üntersnchungen  über  diese  Di£ferentialgleichung  (,,Beitrag 
ZOT  Integration  der  Differentialgleichungen  in  der  Störungstheorie^ 
M^moires  de  l'Acad.  de  Si  Pötersbourg  1888). 

Das  allgemeine  Integral  (12)  lautet  nun  ((11)  §  5) 

(14)  2r  =  C^e^^*^-"^*  ii(0+  C;«-^^»^'-*'>'ä,(0, 

wo  il^  und  \  periodische  Functionen  von  /  bezeichnen.  Man  kann 
auch  mit  Lindstedt  dies  Integral  in  folgender  Form  schreiben 

wo 

u?  =  n(l  —  cr)^  +  jr, 

und  %  eine  Integrationconstante  bezeichnet  — 


§  7.    Die  Bewegungsglelchungen  von  La6ran6e. 

Die  Bewegung  eines  Systems  yon  n  freien  Körpern,  mit  den 
Hassen  m^,  m^,  , .  .,m^,  wird,  bezogen  auf  ein  absolutes  CSoordinaten- 
sjBtem,  durch  8n  Gleichungen  bestimmt: 
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(1) 


191. 


d^* 


=«  ^-^  (««  l,2,...,n) 


Sehr  selten  werden  nun  diese  Gleichungen  direct  für  die  Unter- 
suchung angewandt  Im  Allgemeinen  wird  es  nothwendig  oder  an- 
gemessen sein,  die  absoluten  GoorcUnaten  x^  y^,  z^  gegen  andere  Ver- 
änderliche, etwa  ?i  9  ?a^  •  •  «9  q^n^  ^^  vertauschen  mittelst  RelationeB, 
in  welche  die  Zeit  auch  eingehen  kann.  Die  Aufstellung  der  ftr 
die  neuen  Veränderlichen  q^  gültigen  Differentialgleichungen  wird 
nun  mehr  oder  weniger  umständlich,  und  diese  Bechenarbeit  wird 
durch  eine  von  Lagbangb  gefundene,  allgemeine  Form  für  die  Be- 
wegungsgleichungen in  den  meisten  Fällen  bedeirtend  yereinCEU^lift 

Wir  nehmen  also  an,  dass 


(2) 


^i  =  ^<(?i>  ^2»  •  •  •>  ?dn5  0       (t  =  1,  2,  .  .  .,  n). 


Werden  nun  die  drei  Gleichungen  (1)  mit  -r^,    -^  und  -^ 

§qj       dqj  dgj 

multiplicirt  und  alle  Gleichungen  addirt,  so  wird 


(' 


tPXidXi       tPytdyi      d^xtdxt 


r)-S(''^+'-'lf+^'lf) 


^^{dt^dqj  "^  d/«  dqj  '^  df*  dq^ 


wo  j  nach  einander  die  Werthe  1,  2, .  .  .,  3n  annimmt 
Diese  Gleichung  kann  man  schreiben 


(3) 

WO 


rfp. 


^>= 


^i^[df    dqj   ■**  dt    dqj   "*"  dt   dqj) 


«,=  2 


<  =  1 


i^  apL  ap^ 

*  \  dt     dt    "^  dt     dt    "^  dt      dt 


R 
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FtÜbrt  man  nun  die  lebendige  Kraft  T  ein: 

(4)        r-l2-,.,'-iS-.[(^)'+(^)'+(4^)l 

so  l&Bst  sich  zeigen,  dass 

p       dT 

iro  der  £ürze  wegen  gesetzt  ist: 


*i"  lü' 
Eb  ist  in  dar  TlMt 

(5)  ""i^üt^dZ^i  +'"  +  d^Jz»  +Tt' 

iroraos 

Denken  wir  uns  nun  in  2*  die  Ausdrucke  (2)  und  (5)  eingesetzt, 
so  wird  1  eine  Function  Ton  q^,  q^, . . .,  7,,;  q\,  q\, . . .,  q\^  und 
tf  und  es  wird  non 


-^i 


Eb  ist  weiter 
dl 


Non  ist  aber  nach  (5) 

dqj  ~  dq,dqj  "   ^  •  •  •  "T  eq,.eq/»*  ^  dtdqj 

ond  andererseits  nach  (2) 
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d  — 
di    "  dqjdq,  ^1    ■^•••T-  dgjdq,J^^  ^  dqjdt   "  dpj 

nnd  folglich 

d  ?,.      '^r 

Man  hat  also  nach  (3) 

(^)  ^-If  =  ^i     C;  =  i,2,...,3«), 

welche  Gleichungen  die  von  Lagbange  gefundene  Form  der  Di£F(&* 
rentialgleichungen  für  die  Bewegung  von  n  freien  Körpern  enthalten. 
Existirt  eine  ^^Ejräftefunction''  üf  so  dass 

•       dxi^  **       ö  y< '  *        dxi^ 

80  lauten  die  Gleichungen  Ton  Lagbakge 

d  — 
(8)  -TT  dqj  C;  =  l,2,...,3n). 

Die  Bewegungsgleichungen  von  Lagbakge  haben  den  formalen 
Vortheil,  dass  man  nur  die  lebendige  Kraft  T  durch  ^  die  neuen 
Coordinaten,  welche  man  statt  der  absoluten  einfährt,  auszudrücken 
braucht,  um  danach  durch  eine  einfache  (partielle)  Differentiation 
zu  den  Differentialgleichungen  für  die  neuen  Veränderlichen  zn 
gelangen. 

Die  Differentialgleichungen  (7)  [und  (8)]  lassen  sich  immer  in 
Bezug  auf  g^  lösen,  so  oft  nämlich  die  8n  Substitutionsgleichungen  (2) 
Ton  einander  unabhängig  sind,^  d.  h.  so  oft  die  Functionaldeter- 
minante  der  alten  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  neuen  von  Null 
yerschieden  ist 

um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir 

T^T^  +  T,  +  T„ 


^  Siehe  PADiLEvi:    „Le^ons  sur  rint^gration  des  ^quations  diffSrentielles 
de  1&  M^canique/' 
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wo  die  drei  Glieder  rechter  Seite  homogene  Functionen   yon  q^\ 
?i''  "''9sn  ^^  beziehungsweise  Ton  dem  Grade  2,  1,  0. 
Gesetzt  also 

wo  0..  nnr  von  ?i9  92'  *  *  ->  ?s»  ^^^  ^  abhängen,  so  wird 


3» 


und  also 


1^ 


a^_^-2^«,^y, 


^-22«.,y/'  +  ^, 


wo  i^  solche  Glieder  bezeichnet^  die  den  zweiten  Differentialqnotienten 
Ton  q^  nicht  enthalten. 

Hieraus  erhellt,  dass  die  Gleichungen  (7)  sich  in  Bezug  auf  q" 
auflösen  lassen,  so  oft 

(9)  I  a,.\^0      (i,j-l,2,...,8n). 

Man   kann  aber  leicht  den  Ausdruck  f&r  diese  Determinante 
finden.    Setzen  wir,  um  die  Schreibweise  zu  verein&chen, 

80  dass  ^19  ^29 .  •  •>  ^3^  die  absoluten  Coordinaten  bezeichnen,  so  wird 

8» 


wo 


Hieraus  bekommt  man 
Es  ist  also 


(10) 


3» 


0  Xu  S  Xk 


2  a<  j  =*  2  ''*»  TT  "TT 


9 
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wo  ich  der  Symmetrie  wegen  gesetzt  habe 

u.  8.  w. 

Bildet  man  nun  die  Detenninsnte 

und  setzt  die  Ausdrücke  für  aij  aus  (10)  hier  hinein,  so  findet  man 
mit  Hilfe  des  Multiplicationstheorems,  dass 


(11) 


»SU 


«0 


=  f»!  m, . .  .  m,, 


{tj=  l,2,...,3n). 


Sind  die  Belationen  zwischen   den  absoluten  Coordinaten  {x^ 
und  den  neuen  {q^  von  einander  unabhängig,  so  ist 


dxt 


+  0, 


und  dann  ist  auch  die  Gleichung  (9)  erfüllt    und  dies  war  zu  be* 
weisen. 

Als    Anwendungen    der    LAaBANGE'schen    Formel    werde    ich 
einige  Beispiele  behandeln,  die  später  zur  Anwendung  kommen. 


Beispiel    1. 
öoardincUen, 

Gesetzt 


BO  dass 


Einführung    von   PoUxreoordtnaten    statt  rechtwinkliger' 

X  s=  r  COS  9  COS  6, 
y  ==  r  cos  q>BmO , 
X  3B  r  sin  ^ , 

aj'  =  /  «08  q>  cos  ö  —  r  sin  9  cos  ö  •  9'  —  r  <jos  9  sin  ^  •  d', 
y'  =  r'  cos  9  sin  ö  —  r  sin  9  sin  ö  •  95'  +  r  cos  9  cosö  •  d', 
*'  =  r'sin  9  +  r  cos  9  •  9', 


so  bekommt  man 
(12) 


2  7=  ^m(/*  +  r«9'»  +  r«cos*9  •d'*) 


und  nach  der  Formel  von  LiAOBAiraB  sind  also  die  Bewegongsgleichangen  in 
Polarcoordinaten 
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(IS) 


2»» 


dt 


-ßi  t 


(1*) 

wo 

(15) 


2*»  ( — -TT-   +  ^  ^^19  COB  9  ö^  1    =  H  . 

B«i«piel  2.   Drvkmng  dee  Coardmaienspttenu  um  einem  eonstatUem  WinkeL 
£b  ist 

a;»  Oif  +  a,f7  4-  «t  (t 

o-2i^r  "»Sr« -2«i^- 


{ 


I>a  Of  ßy  f  von  der  Zeit  unabhängige  Grdssen  sind,  so  wird  ntm 

«'  =  «4  f +  «,!?'  +  «,;' 


8.  "w.  und  somit 


2(«'*  +  s^  +  *'•)-  2(f»  +  V*  +  r"). 


Die  Fonn  der  Differentialgleicluingen  (1)  bleibt  also  bei  diesem  Coordi- 
natenwechsel  nnverSndert 

Beispiel  8.    Die  yyidealen^*  Ooordinaten  von  Hansbh. 
Wenn  die  Coefficienten  a^  ß^  f  ia  (14)  von  der  Zeit  abhängig  sind,   so 
hat  naan 


(16) 


y'  -  Ä  r  +  Ä  ^'  +  &  r  +  f  A'  +  »?  &'  +  51?', 
»  -  ri  f  +  rt»?'  +  rs  S'  +  «r/  +  »7  r.'  +  Srs'- 


Zwischen  den  Grössen  a,  ß^  f  bestehen  nun  die  6  Relationen  (15),  und 
durch  Differentiation  bekommt  man  noch  6  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  Differentialquotienten  der  Coefficienten,  nämlich 


(17) 


l    0» 


HAjranr  unterwirft  die  Drehungswinkel  noch  den  Bedingungen 
Die  so  bestimmten  Ooordinaten  nennt  er  ideale. 


48  Hüfssätxe  aus  der  MaUiemaHk  und  der  JUechanik, 

Es  wird  nun 

aj'  -  «1  {'  +  «1 »/'  +  o«  C 

»'  =  ri  f '  +  Tt  i  +  7%  f  • 

Die  Ausdrücke  f&r  die  Geschwindigkeiten  sind  also  f&r  ideale  Goordinaten 
dieselben  wie  fftr  Coordinaten,  die  auf  ein  festes  Coordinatensystem  bezogen 
Es  wird  nun 


Dm  IHiferentiaiglßichMngen  für  die  idealen  CoordMwten  sind  also  von 
selben  Form  wie  für  die  absoluten  Coordinaten, 

Für  jeden  Werth  der  Zeit  haben  die  Difierentialqnotienten  a'  n.  s.  w.  einen 
bestimmten  Werth.  Die  Gleichungen  (18)  bestimmen  also  in  jedem  Augen- 
blicke eine  gerade  Linie,  welche  bei  einer  unendlich  kleinen  Drehung  eine  anTer> 
änderliche  Lage  beibehält  Diese  gerade  Linie  fällt  mit  dem  Radiusvector  zu- 
sammen. In  der  That  muss  sie  durch  den  Ort  des  beweglichen  Körpers 
gehen ;  da  dessen  Coordinaten  den  Gleichungen  (18)  genügen.  Die  Linie 
geht  auch  durch  den  Anfangspunkt  der  O>ordinaten.  Bei  den  idealen  EUnseit*- 
sehen  Coordinaten  ist  also  die  Bewegung  des  Coordinatensystems  durch  eine 
Drehung  desselben  um  den  Badiusvector  charakterisirt 

Die  Gleichungen  (18)  können  in  folgender  Form  geschrieben  werden: 

0-ii£-  (71, 
wo 

^-«.«s'  +  ÄÄ'  +  nrs', 
C7  =  «!«/  + ftÄ'  +  nr/- 

Beispiel  4.  Drehung  des  Ooordinatensysteims  in  der  JSSwne  um  einen  «of» 
der  Zeit  abhängigen  Winkel, 

Wenn  die  Drehung  in  der  9;y-Ebene  vor  sich  geht  und  der  von  der  Zeit 
abhängige  Winkel  mit  v  bezeichnet  wird,  so  hat  man 

05  =  {  cos  V  —  fismv , 

y  ==  fsinr  4-  i/cosf^, 
und  es  wird  nun 

(19)        2  r = 2  « [r*  +  7'*  +  2  4i-  (f  v'-  r .?)  +  (^fj'^**  +  H ' 
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(20) 


Die  Diffsrentialgleiehnngen  fSr  die  neaen  Cioordinatoa  weiden 
__2— -,   -^--j    I  ----,-,_   -^JJ,, 


d*n       ^  dv 
— L  +2  — 


dt^       \dt) 


d*v  ^ 


m 


Es  kommt  öfters  Tor,  dasB  man  sich  eines  Coordinateosjstems  bedient, 

das    sich    mit  einer  gleiehförmigen  Geschwindigkeit  im  Räume  bewegt    Bei 

einem  solchen  ist 

dp 


dt 


=  Constante  «  n , 


0, 


und  die  obigen  Differentialgleichungen  lauten 


(21) 


-,  ^  -  2  »  -~-  -  n*( 
dp  dt 


=  :rÄt, 


m 

1 
m 


Ä.. 


Wollte  man  in   diesem  beweglichen  Coordinatensystem  Polarcoordinaten 
anwenden,  so  dass 

I  =  ^cos<9, 


so  hat  man 


und  somit 


1/  »  ^  sin  ^ , 


und  man  hat  nun 


BT 
Bq' 

Bl 
Bq 

BT 
B& 

BT 
Bß 


?'. 


=  ^  ^*  +  2  n  ^  <y  +  n*  ^  -  ^  (^  +  n)«, 


^»^.+  n^V 


0, 


und  demnach  nach  der  Formel  von  Lagranob 
CtäAMLOM,  Mechanik  dw  Himmels.  I. 
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(22) 


J^-,((>'+«)..>. 

k 

dt                 '  m^' 

von  L: 

m 

[OUYiLLE.    £8  ffiebt  wie  Lioüville 

einen  allgemeinen  Fall,  in  welchem  sich  die  Differentialgleichungen 
Ton  Laqbange  integriren  lassen  (bez.  auf  Quadratur  zurückgefblirt 
werden  können). 

Sind  nämlich  k  Coordinaten  q^,  q^.  ...,  q^  yorhanden,   und   ist 
die  lebendige  Kraft  T  yon  der  folgenden  Form 

(23)  22»=  (^L^,(yOy/«  +  .  .  .  +  ^,(yjy;»], 
wo 

(24)  V^9\  (?i)  +  •  •  •  +  %(?*)» 

so  kann  das  Problem  auf  eine  Quadratur  zurückgeführt  werden,  ao 
oft  eine  Eräftefunction  U  existirt  yon  der  Beschaffenheit^  dass 


(25)  U 


yf      Vi(^i)  +  ••  •  +  v*(^«») 


(26) 


Die  Integrale  sind  dann 


(27)  pt+C=.Jip,-0^dq,+...+f<p,^'^^dq,. 

WO 

(28)  ^i  =  Vi(yi)  +  Ä<JP,te,)  +  a|. 

Hier  besteht  zwischen  den  Grössen  a^  die  Relation 

(29)  2«i  =  Ö» 

und  die  2  k  Integrationsconstanten  sind  somit 

A ?  •  •  •»  ß)t~ii  ^- 
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Um  dies  za  beweisen,  setzen  wir^ 

(30)  y^?c)rf?c«^«<-        («-1»  2,  ...,  *) 

Denkt  man  sich  diese  Gleichungen  integrirt,  und  q  durch  u 
ansgedrückt  und  die  Weiihe  in  tp  und  i//  eingesetzt,  so  kann  man 
setzen 

V<(9)==5'<(«) 
and  es  wird  nun 

Die  Gleichungen  Ton  Lagrakgb  für  diese  Grössen  u^  lauten 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  u^  und  addirt,  so  be- 
kommt man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft 

(32)  r=  y/"^*^"  +  ...  +  «»'»)-  C^+  A. 

Wenn  man  nun  (31)  mit  2ful  multiplicirt  und  (32)  berücksichtigt 
80  wird 


oder 


oder  da 


oder 


dt  •    ötti  \      •     '  • '   dt«( 

dPu{*  _.  o„,  dig  +  hf]  _  „    ,  rf(y«  +  A/,) 

—2—- —    Sä    iftt.     5 ^^    £tU3     3 

di  •         dui  *         dtt« 

dt      **  rf^ 


Man  bekommt  also 
(33)  r«/»  =  2(i^,  +  A/;  +  «,). 


Stehe  PAOTLivi,  a.  a.  O.  S.  108. 
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Hieraus  folgt  durch  Summiren 

2/^11/»  =  2/-r=  22(5^, +  A/;  4- «J 

^2g  +2Ä/' 4-22^1 
=  2/-J^+2Ä/'  +  22a| 
=  2f\U+h)      +2  2«.- 


d.  h.  nach  (32) 

Nach  (33)  ist  nun 


dui 


a.  =  0. 

y2dt 


Vgi-hhfi-i-at  f 

Multiplicirt  man  endlich  diese  Gleichung  mit  /]  und  addirt  die 
Gleichungen^  die  man  erhält;  indem  man  2  =  1,  2 ,  . . . ,  k  setzt,  so 
hat  man 


ftdui 


Vgt  +  Ä/;  +  a, 


=  1/2  dt, 


Führt  man  in  diese  Gleichungen  g.  statt  u.  wieder  ein,  so 
so  ist  damit  das  Theorem  von  Liouvillb  bewiesen. 

Das  bekannteste  Beispiel  der  Anwendung  dieses  Theorems  ist 
das  klassische  Problem  der  Bewegung  eines  Punktes,  der  von  zwei 
festen  Centra  attrahirt  wird.  Da  ich  in  einem  folgenden  Abschnitt 
diesem  Problem  eine    besondere  Aufmerksamkeit   widmen    will,    so 

will  ich  hier  gleich  einige  einlei- 
tende Bemerkungen  über  dasselbe 
machen. 

Ich  begnüge  mich  damit,  die 
Bewegung  in  einer  Ebene  zu  be- 
trachten. 

Es  handelt  sich  um  die  Be- 
wegung eines  Körpers  {M),  der  von  zwei  festen  Massen  {K  und  A"') 
nach  dem  NEWTON*schen  Gesetz  attrahirt  wird. 

Das  Problem  ist  von  altem  Datum  und  ist  zuerst  von  EuiiBr 
integrirt  worden  (M6m.  de  l'Acad.  de  Berlin  1760);  am  vollständig- 
sten wurde  es  von  Legenbbe  im  ersten  Theil  seiner  „Traitö  des  fonc- 
tions  elliptiques"  behandelt. 

Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  in  den  Mittel- 
punkt der  Linie  KK'  =  2  c,  die  Jf-Achse  gegen  A"  gerichtet. 
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Die  Er&ftefimction  lautet 
(34)  U^^  +  ^, 

and  die  fiewegungsgleichungen  sind 

/QRx  iPx      du.     iPv  _dü 

Hieraas  bekommt  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft 

WO  JD  eine  Integrationsconstante  bezeichnet 

Um  das  Problem  auf  eine  Quadratur  zurückzuflihreny  führt 
ExjiiBR  zwei  Veränderliche  p  und  q  ein,  der  Art,  dass 

wo  €f   und  m  die  Winkel,  welche  r  und  r*  mit  der  positiyen  Rich- 
tung der  X-Achse  bilden,  bezeichnen« 

Ks  hat  sich  indessen  als  Tortheilhafter  erwiesen,  andere  Ver- 
änderliche einzuführen,  die,  so  viel  ich  weiss,  zuerst  von  Jacobi 
benatzt  worden  sind.  £^  sind  dies  die  sogen,  elliptischen  Coordi- 
naten.     Nennen  wir  diese  X  und  /i,  so  ist  ihre  Definition 


(37) 


Die  erstere  Gleichung  bezeichnet  für  einen  constanten  Werth 
Ton  k  eine  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Achse  gleich  X  ist,  die 
letztere  für  constantes  ft  eine  Hyperbel  mit  der  halben  grossen 
Achse  gleich  fi.    Beide  Gurren  haben  in  K  und  £'  ihre  beiden  Foci. 

Zu  jedem  X  gehört  eine  bestimmte  Ellipse,  zu  jedem  Werth 
Yon  fjt  eine  bestimmte  Hyperbel. 

Der  kleinste  Werth  für  r  +  r'  ist  2  c.     Demnach  ist  immer 


c. 
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Der  grOsste  Werth  für  r  —  r  ist  2  c,  «o  dass 
(88)  l^l^c^X. 

Bekanntlich  theilt  die  Tangente  in  einem  Punkt  einer  Hyperbel 
den  Winkel  z^nschen  den  Radien  r,  ¥  in  zwei  gleiche  Theile,  und 
das  -ähnliche  findet  bei  der  Normale  in  einem  Punkt  einer  Ellipee 
statt  Hieraus  folgt,  dass  die  durch  (37)  bestimmten  Ellipsen  und 
Hypei4»6ln  sieh  unter  einem  geraden  Winkel  schneiden.  Die  ellip- 
tischen Goordinaten  X  und  ^  nennt  man  deswegen  orthogonal. 

Da  X  die  halbe  grosse  Achse  der  Ellipse  iet>  so  hat  die  halbe 
kleine  Achse  den  Ausdruck 


y^«- 


c 


% 


und  die  halbe  kleine  Achse  in  der  Hyperbel  ist 


80  d^s  die  Qlfiicbnngen  4er  Oarren  die  folgenden  sind: 
(39) 

—  —   y    d  1. 

Hieraus  bekommt  man 

(40) 

l  c  V  =  (*•  -  c*)  (c»  - /**) , 

und  hieraus  durch  logarithmische  Differentiation 

dx  ^  dl       dfi_ 

X      ~'      l  /A     ' 

dy  ^    Idl  t^dfi 

oder 

cdx=ifjLdX  +  Xdfi, 


^y = j/S"-^»  ^^^  ~  i/^^»  '**''*• 
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Folglich  ist 

und  also 

(41)  7=  ^  (.'«  +  y'«)  «  =  i(A»  -  M")  [ir^  +  ,-.^y  • 

Die  Eräftefanction  wird,  durch  die  elliptischen  Goordinaten 
anagedrQckty 

(42)  U=^,{{K  +  K')l-(K-K')(,). 

Ans  (41)  und  (42)  ist  unmittelbar  ersiohtlich,  dass  T  nnd  U 
die  Form  haben,  die  flir  die  Anwendung  des  Theorems  Ton  Lioxtyillb 
erforderlich  ist  Die  Integrale  können  somit  direct  aufgeschrieben 
werden. 

In  den  Formeln  (23)  n.  s.  w.  hat  man  nun  zu  schreiben 

Eis  wird  also 

/;  «      (K+K')X'\^h}}  +  a, 

^,  =  -(JS:-Ä")/ii-Aiu*-a 
und  die  gesuchten  Gleichungen  werden  endlich: 


(43) 


0  = 


dl  dfi 


y2dt^ 


X*dX  fi^dfi 


]/(i«-(5^(Äi«+(jr+icoA+«)     V(fi«-c«)(Ä^«+(ü:-jr)^+«) 


Bei  der  Integration  erhält  man  hier  zwei  Integrationsconstanten, 
die  beiden  übrigen  sind  h  und  a. 

Ich  werde  in  einem  folgenden  Abschnitt  die  Integration  dieser 
Gleichungen  ausftüiren.  Es  wird  sich  dabei  zeigen,  dass  i,  und  fi 
als  rierfach  periodische  Functionen  zweier  Argumente  dargestellt 
werden  können. 
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Ein  anderes  Beispiel  des  Theorems  Ton  Lioüvelle  liefert  das 
Problem  der  ztoei  Körper  in  der  JSbene.     Es  ist  dann  (Formel  (12)) 


^-T'-*(S  +  '»")' 


C^=A=._L.A'r. 


r  r* 


In  den  Formeln  (23)  u.  s.  w.  hat  man  zu  setzen 

9  ^^>        9i  =^*>        Vi  -0; 
y^^Kr,       xp^:=£r,       i/',  =  0; 

-^1  —  TT »        ^,  =  1 . 

Die  Formeln  (26)  und  (27)  laaten  in  diesem  Fall: 

dr  ^    dO 

r  ]/Är*  ^Kr  +  a        Y^  ' 


rdr 


VÄr*+ A'r  +  a 


=  |/2rf^ 


§  8.    Canoni8che  Bewegungsgleichungen. 

Wenn  man  in  die  LAGRAKGE'schen  Gleichungen 
d  — 

statt  9/  eine  neue  Veränderliche  p^  einführt,  so  dass 
(2)  /»,-||,        (.•=1,2,...,A), 

SO  werden  die  neuen  abhängigen  Veränderlichen  ^i ,  ^j ,  •  .  . ,  ^j^, 
Pi9  P29  '  *  ->  Pic  canomsche  Coordinaten  genannt.  Sie  werden  durch 
ein  in  formeller  Hinsicht  sehr  einfaches  System  von  Differential- 
gleichungen bestimmt,  welches  man  in  folgender  Weise  finden 
kann. 


»    ft; 
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Statt  (1)  haben  wir 


(3) 


dt  ^JTi'^*' 

dt       ''• 


Wenn  man  aus  (2)  q  ab  eine  Fanction  Ton  q^,  ....  q^^] 
Pif  '  ",  p^  und  eTentaell  anch  Ton  t  darstellt  —  was  sich  immer 
ausfuhren  l&sst^  da,  wie  schon  bewiesen  worden  ist,  die  Deter- 
minante der  Goefficienten  der  7/  in  der  rechten  Seite  yon  (2)  Ton 
Null  rerschieden  ist  —  so  gehen  die  rechten  Seiten  von  (3)  in 
Fnnctionen  von  p  und  g  und  eventuell  Ton  t  über. 

Diese  Elimination,  scheinbar  complicirt,  wird  durch  Einführung 
einer  Function  K 

(4)  ^^Pi9i  +Pi9t  +"+  Pk 9k  -  ^ 

Tereinfacht     Wir  denken   uns   dabei   in  der   rechten   Seite   dieses 

Ausdruckes    7/ qj^   mit  Hilfe    der  Gleichungen  (2)    eliminirt 

und  durch  Pi-  •  -  -*  Pu  ausgedrückt,   so  dass  K  eine  Function  yon 
P\y  •  •  •  •  P»?  ?i  ?  •  •  • »  9k  (^^^  0  ^^ird. 
Aus  dem  Ausdruck  für  K  folgt  nun: 

ö?,'  Bpi       '  '  '       Bqu    dpi' 

BK  _  dg,'  .       dg,' 

JTi'^        ^^dg,         '^'"^P^dg, 

_dT^dg/_         _BT  dgi!       BT 
Bg\    Bgi  Bgu    Bgt        B  gt 

BK         ,  _  dgi 
Bpt  *"?«"•   dt  ' 

BK  _       BT 
Bgi  ~       Bgi^ 

und  man  bekommt  also  statt  (3) 


imd 


also  nach  (2) 
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(5) 


äpi  _ 

dt  ■" 

dqt  _ 
di 


dK 
dqi 

dK 
dpi 


+  Si 


(1=1,  2,  ...,  k) 


Für  die  Function  K  kann  man  einen  einfachen  Ausdruck  ab- 
leiten. Wenn  wir  nämlich  wie  im  yorigen  Paragraphen  die  Glieder 
in  T  vom  bez.  2*^,  1*^  und  0^  Grade  von  einander  abtrennen  und 

also  setzen 

T=T^  +  T,  +  T,, 
80  wird 

(6) 


K^T,-T,. 


In  der  That  hat  man  nach  (4) 

^=  2fty/ -?'=  2(11 +  ||)?/-2i-2i- 2-0; 

nun  sind  aber  T^  und  T^  homogene  Functionen  von  q^\  q^\  .  .  . ,  q^^ 
von  dem  zweiten  bez.  ersten  Grad.    Man  hat  also  nach  dem  Theorem 

von   ElTIiEB 


dq,' 


^i=2jw:n9i> 


womit  die  Gleichung  (6)  bewiesen  ist. 

Ist  eine  Kräftefimction  ü  vorhanden,  so  nehmen  die  canonischen 
Dififerentialgleichnngen  eine  besonders  einfache  Gestalt  an.  Setzt 
man  nämlich 

(7)  H=T,-T,-Ü, 

so  ist 

dpt 


(8) 


dt 

dqt  _ 
dt 


es 

ö  qt 

dH 
dpi 


(1=1,  2,  ...,  Ä). 


Man  muss  sich  daran  erinnern^  dass  man  iü.  T^  q^  ,  •••?&'  ff^ffen 
Pi  f  '  '  '}  Pk  mittels  der  Gleichungen  (2)  zu  vertauschen  hat 

Die  Wahl  der  canonischen  Coordinaten  kann  in  unendlich 
vielen  Weisen  vor  sich  gehen.     In  der  That  kann  man  die  absoluten 
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Coardmaten  gegen  ein  ganz  beliebiges  vnabhängigee  Afsiem  van  Coardi^ 
naten  {g^  vertauschen.  Immer  lassen  sich  die  entsprechenden  p^  mit 
ÜUfe  der  Gleichungen  (2)  finden, 

Beispiel  1.    Bestimmung  der  geradlinigen  cUfsohUen  Ooordinaten  durch 
eanoniseke  Differeniialgleiekungen. 

Mtn  hat  nun  in  (1)  §  7  zu  setcen: 

9a«4.i"*  *i »  •  •  • »  ^i»  ■■  *«i 

and  aiflo 

«renn  nämlich  m,  ^  ^  ■•  m,  o.  8.  w.,  «»2,  ^  ^  *■  nfi  n.  s.  w.  gesetzt  wird. 
£s  ist  also  nach  (8) 


dT 
und  demnach 


''■ä^  =  *^'' 


(») 


2  2-  :z-^w, 

dt   "       dqi' 

dji,  d^ 

dt  dpi^ 

wo 

H^  r-  ü 

und  wo  ich  vorausgesetxt  habe,  dass  eine  Krftftefnnction  ezistirt 

Beispiel  2.    Bewegung  eines  Körpers  auf  Achsen  bezogen,  die  sich  mit 

gleiehßrmiger  Geschwindigkeit  um  den  Anfangspunkt  drehen. 
Die  lebendige  Kraft  hat  nach  (19)  §  7  den  Aasdruck 

2  T«  f«  +  7'"  +  2n({i7'  -  ri7).+  f»>(f«  +  17«), 

wo  nur  die  Glieder,   die  sich  anf  einen  Körper  beliehen,   mitgenommen  sind 
und  die  Biaase  gleich  der  Einheit  gesetst  worden  ist. 
Es  ist  also 

2  r,  «  r  +  7'*;       2  ?;  -  »'({•  +  V*). 

Setzt  man  nun 

so  wird  nach  (2) 

Pi  *  QZ-f  =  5  -ni7-^i   -n^,, 

A   =   p-7  =  7'  +  »»  f  =  ^«'  +  »^t  I 
Oft 


60  HüfsscUzs  aus  der  Mathematik  und  der  Mechanik. 


welche  Gleichungen,  nach  9/  und  q^'  aufgelöst,  geben 
Hieraus  bekommt  man  nun: 

und  es  ist  also,  wenn  eine  Kräftefunction  U  existirt, 


oder 

(10)  £r  =  i. 


-t7, 


(Pl  +  «  ?«)'  +  (Pt  -  «  ?l)*  -  «•  (^1'  +  ^«') 

1 

dp«  __  öfl^ 

dt   "^      d qi* 

(t-1,  2) 
dg,  ^      ö^ 

d^  ~       öpi 

—  fi  n  d  Ml. 

Werden  die  Gleichungen  (8)  bez.  mit  — -~  und  +  -£~  mul- 

tiplicirt  und  sämmtliche  Gleichungen  flir  i  =^  l,  2,  ...,  k  addirt,   so 
bekommt  man 

hq,     dt    ^  '"'^  dqu    dV 

dH^    dp^  ,    QJi   dpk 

"^  öpi     dt    '^  '"  ^  dpk    dt   * 

eine  Gleichung,  die  man  einfacher 

(11)  0=  ^^       ^^ 


d^  dt 


d  H 

schreiben  kann,  wenn  nämlich  unter  -^     der    Differentialquotient 

von  H  nach  t,  insofern  t  explidte  in  H  vorkommt,  verstanden  wird. 
Ist  H  von  der  Zeit  {t)  explicite  unabhängig,  so  ist  also 

(12)  Ä=C, 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet. 
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Dies  Integral  fällt  nicht  nothvendig  mit  dem  Integral  der 
lebeudigen  Kraft  zusammen.    Das  letztere  lautet  uämlich 

d.  h. 

(13)  T,  +  r, +  2i=  f+c,, 

wogegen  nach  (12) 

ff^enn  nun  diese  beiden  Integrale  existiren,  was  nicht  nothwendiger 
Weise  der  Fall  zu  sein  braucht,  so  folgt  aus  diesen  Gleichungen,  dass 

(14)  T,+2T,^C,^C. 

In  dem  zweiten  von  uns  behandelten  Beispiele  existiren  unter 
Umstanden  sowohl  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  wie  das 
Integral  B  =  C.    Es  muss  also  nach  (14) 

9iPi  "^  9iPi  ~  Constante 

auch    ein  Integral   der  Differentialgleichungen   sein.    In   der   That 

fallt  dasselbe  mit  dem  sogen.  Flächenintegral  zusammen. 

Wenn  T  nur  die  Glieder  zweiten  Grades  in  y/,  .  .  . ,  q^    enthält, 

so  hat  man 

H^T^  U. 

Man  kann  in  diesem  Fall  leicht  den  Ausdruck  für  die  Coeffi 
cienten  yon  p.p.  in  T  finden«     Sei  nämlich 

SO  vrird  nach  (2) 

Pi  =  «11  7i'  +  •••  +  ^1*^*'» 


Pk  «  «kl  ^i'  +  •  •  •  +  cckk  9k> 
welche  Gleichungen,  nach  q  aufgelöst,  geben 


(15) 


^^^'=S^«,-/^i 


> 


wo 


A  =  \a^^\. 
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Nun  ist  aber^  weil  T  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 

in  y/  ist, 


und  also  nach  (15) 


2^=2?/||  =  2?/;>, 


2^=21  I^T^c/'i     (i,i=l,2,...,Ä). 


§  9.    Die  HAiiLTON-jACOBi'sche  partielle  DIITerentialgfeichung. 

Die   canonische   Form  für   die   Bewegungsgleichungen   in   der 

Mechanik 

dqi  _      BH 

dt  ^       dpi 

(1)  {«  =  1,2,...,A), 

dpi  __dH 

dt  d  qi 

WO 

(2)  H^T^^T,-^U, 

enthält  an  sich  nur  einen  formalen  Fortschritt  für  die  Aufstellung  der 
Differentialgleichungen.  Diese  Form  bringt  uns  nicht  direct  der 
Lösung  des  Problemes  näher.  Indessen  ist  die  Discussion  dieser 
Gleichungen  einen  wichtigen  Schritt  vorwärts  gebracht  durch  folgen- 
des von  Sir  Baoül  Hamilton  und  Jagobi  gefundene  Theorem: 

H  ist  im  Allgemeinen  eine  Function  von  t;  ?i  >  7s  >  •  •  •  •  7jt  * 
Pif  Pt  f  •  •  'f  Pk'  ^^'^  ersetze  m  dieser  Function  alle  Grossen  p^  durch 
die  partiellen  Differentialquotienten  einer  Function   F,  so  dass 

und  betrachte  die  partielle  BifferenJMlgleichung  erster  OrÜnang  umf 
zweiten  Orades 

Angenommen,  dass  man  ein  Integral  F  {t;  ^j ?  •  •  •  >  J^fc*  äj,  . . . ,  flfjj 
gefunden  hat,  das  k  unabhängige  Constanten  ct^,  .  .  . ,  «^  enthält,  so 
ist  das  allgemeine  Integral  von  (1)  durch  folgende  Formeln  gegeben: 
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(5) 


dV 


-A. 


Pi  = 


•  • 


*  •  •  • 


dV 
da* 


=  Ä; 


Ä 


(6), 


WO  ß^ ,  .  .  , ,  ßj^  k  neue  wiHkürUehe  Ckmstanien  bezeichnen. 

Die   Oleichungen   (6)   nennt  man    bisweilen    die    intermediären 
Integr&le. 

Bemerkung',     Die  Constanten   a, .  .  .  . ,  cr,^  in    V  werden   tmalh 
hängiffe  Constanten  genannt,  wenn  die  HESSB'sche  Determinante  von 

F  in  Bezug  auf  g^^  . .  . ,  q^^;  er, a^  Ton  Null  yerschieden  ist, 

also  wenn 


(*) 


£=r 


d  9i  d  (t, 


dqidoi 


y  F 
dqidttk 


+  0. 


Wenn  nämlich  (7)  erfUh  ist»  so  ist  das  Integral  T  so  be- 
schaffen,  dass  man  beliebige  Anfangewerthe  für  die  Coardinaten 
?i '  « *  •  •  i^jk )  9i9  -  *  ' »  ?k  ofintfAiiMn  Aonn.  In  der  That,  wenn 
Pi^i  •  f  Pu^\  Ji^  •  • ,  q^  ^^®  Werthe  der  Coordinaten  für  /  =  ij^ 
lind,  so  ist  nach  (6) 

Pi  ^  ^^  0  v*o  >  ?i  >  •  •  •  >  9k  5  ^1  >  •  •  • »  ß^k) > 


ÖF 


A^'-ä^C^o;  ?i".  ••••  ?k^  «1 


«*) 


Die  Functionaldeterminante  dieser  Gleichungen  in  Bezug  auf 
ffj ,  .  .  . ,  aj^  ist  eben  die  Determinante  Ey  und  da  wir  angenommen 
haben,  daas  diese  Ton  Null  yerschieden  ist,  so  lassen  sich  die  obigen 
Gleichungen  in  Bezug  auf  tt, ,  . .  . ,  Uj^  auflosen.  Die  entsprechenden 
Werthe  f&r  ß^y  ....  ß^  sind  dann  durch  (5)  bestimmt 

Für  ^eeieUe  Werthe  von  /?,^  .  .  .,  p^\  q^^j  .  .  .,  q^^  kann  in- 
dessen E  Tenchwinden,  ohne  dass  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  auf- 
hören, das  allgemeine  Integral   zu  repräsentiren.     Diese  speciellen 
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Werthe  sind   dann  singulare  Punkte  der  betreffenden  Differential- 
gleichungen. 

Wenn  die  durch  (5)  und  (6)  bestimmten  Werthe  von  jj ,  -  .  • 
9k)  i^i  7  •  '  -i  Pk  ^^^  Gleichungen  (1)  formeü  befriedigen,  so  wissen 
wir  also,  dass  sie  das  vollständige  Integral  ausmachen.  Aus  (5) 
und  (6)  erhält  man  durch  Differentiation 


(7) 


(8) 


da^bt'^  da^dqy    dt   "^  "  '  ^  d  a^  d  qu  dt  ' 

Q  ^    6*F  a«F      dg,  a«F  dg, 

d and  t       d  uitd  gi    dt        "         ö o»  ö  ^jk  dt  ' 

dp,  ^    d^V         J^_  dg,    ...     a'F  rf^^ 

dt        d  gid  i       dg,  d  g,    dt  d  g,  d  gt  dt  ^ 


dt   ~  d  gkd  t       d  qk  dg,    dt   "^  '"       d  gtd  gt    dt 


Anstatt  nun  diese  Gleichungen  nach  -^  und  ^  zu  lösen  und 

die  Lösung  mit  (1)  zu  vergleichen,  wird  es  einfacher  ausfallen,  die 
Gleichungen  (1)  in  (7)  und  (8)  einzusetzen^  und  zu  zeigen,  dass  diese 
Gleichungen  somit  identisch  erftdlt  werden. 

Setzt  man  nun  die  Ausdrücke  (1)  für  — y  in    (7)   ein,    so    be- 


kommt man 


(9) 


'^d(t,dtda,dgi    dp,       '"        d  a,  d  g^    dpk^ 


da^dt        dttitdg,    dp,       '"        ö  o*  ö  g»    dpk 


Diese  Gleichungen  sind  aber  eine  Identität.  Da  nämlich 
'^('  i  9if  •  •  •  ?  y*  5  ^11  '  '  f  ^fc)  <^®  partielle  Differentialgleichung  (4) 
identisch  erfüllt^  so  muss  auch  das  Resultat,  das  man  erhält,  wenn  man 
(4)  nach  irgend  einer  von  den  Grössen  q^,  . . . ,  y^  oder  «^ ,  .  .  . ,  a^^ 
differentiirt,  identisch  gleich  Null  sein.  Differentiirt  man  aber  (4) 
nach  a.j  so  bekommt  mau 
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IL  8.  w^  welche  Gleichungen  offenbar  mit  (9)  identisch  werden,  wenn 
man  (6)  berücksichtigt 

Differentiirt  man  (4)  dagegen  nach  q^j  so  bekommt  man 


n.  s.  w.,  wogegen  nach  (8)  nnd  (1) 

IL  8.  w.,  und  diese  Gleichungen  werden  mit  einander  identisch,  weil 

dpi dJS 

dt  ~'       dqt' 

Wir  haben   also  bewiesen,   dass  {1\  (7)  und  (8)   mit  einander 
vereinbar  sind;  dieselben  müssen  dann  auch  identisch  sein,  denn  die 

Gleichungen  (7)  lassen  sich  nach  -^,  . . .,  -r^  auflösen,  weil  -^4=0, 
und  (7)  und  (8)  geben  also  völlig  bestimmte  Werte  für  -^  und 
~,  und  da  also  keine  anderen  Functionen  diese  Gleichungen  be- 
friedigen können,  so  müssen  dieselben  mit  (1)  zusammenfallen.  Und 
das  war  zu  beweisen. 

Ist  H  von  der  Zeit  expUcite  nicht  abhängig,  so  kann  man  die 
partielle  Differentialgleichung  (4)  vereinfachen.    Setzt  man  nämlich  in 

(4)  W  +  ^=<> 

(10)  '^=-A<+ r(y,,  ...,  y»;  «,,...,  eg, 

80  wird 

dV 


dt 
und  statt  (4)  bekommt  man 


=  -Ä 


(11)  ^(y,....,  y,;  ll",  ...,  |^)=Ä, 
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in    welcher  Form    die    HAMiLTON-jAooBi'sche    Differentialgleichimg 
gewöhnlich  Torkommt. 
Da  nun 

so  lautet  nach  (5)  und  (6)  die  Lösung  von  (11) 


(12) 


dW 
dh 

dW 
d  o. 


=  <  +  /?, 


dW 
dW 


=  A 


=  P2 


dW 


=  Äj 


dW  _ 
dq,^P^ 


(13) 


Beispiel  1.    Attraktion  eines  Körpers  von  xwei  festen  Oentrc^ 

Nimmt  man  hier  die  absolaten  Goordinaten  x^  y,  x  za  ^-Coordinaten,  so  daas 


so  wird 
und  somit 


Pi  =  ?i 


Pt  =  ft 


Pz  -?> 


Die  Kräftefanction  lautet 


und  es  ist  also 


^^  K K' 


^  =  Y(Pi*  +  P.*  +  P.')-  ^. 


Da  die  Zeit  nicht  in  H  eaoplieite  vorkommt,  so  lautet  nun  die  Haxiltoii- 
jAcoBi'sche  Differentialgleichung 


1  [/^^'  (^y  /^^' 

2  lUgJ'^'UjJ  "^Id&j 


JT' 


l/(c  -  9i)*  +  ft*      V(c  +  ^i)«+  «»• 


+  *, 


zu   welcher  Gleichung  man  ein  Integral  W  aufzusuchen  hat,  das,   ausser  A, 
zwei  unabhängige  Constanten  enthält 

Die  Integration  dieser  Gleichung  wtlrde  oflenbar  kaum  gelingen,  wenn 
man  die  absoluten  Coordinaten  als  ^-Goordinaten  beibehält.  Fuhrt  man  statt 
deren  die  elliptischen  Coordinaten  (37)  §  7  ein,  so  dass 


so  ist 


9i  =  ^) 


9f 
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(«'»+y'«)-2T=(4,»-9,») 
Eb  mt  also  nach  (8)  §  8 


't 


'« 


.        ar  ^q,'-q,\, 

imd  hieraiuB 

an  2  2--  -ji— -,  [  (?,«-  «^ p.»  +  (c»  -  ,.«)ft« 

Die  Krfiftefimction  ist 


(14) 

17  —                ...     TÄ'  X  y^  rt    —  r  JT  _   JT'^  i» 

und  €8  ist  also 

H«  r-  c;. 

dq^      dH                      dpi          dH 

dt  ^  öpi'                    dt  ~      dqi' 

dq^      dH                      dpi          dH 

dt       dpt' 


dt 


dq^ 


Die  HAJOLTOiT-jACOBi'Bche  partielle  Differentialgleichang  wird  also 


~h, 


eine  Gleicbong,  die  unmittelbar  auf  eine  Quadratur  zurftckgef&hrt  werden  kann. 
Beispiel  2.    Diu  Problem  dar  lawei  Körper, 
Die  Difierential^eicKungen  in  rekitiven  Coordinaten  lauten 


(15) 

d^x      d  U 
dP^  dx' 

d^y      du 
dp'  dy' 

d^x      du 
dp  "  dx 

wo 

(1«) 

U-           ^  - 

—  • 

Obgleich  also  hier  yon  relativen  Coordinaten  die  Bede  ist,   so  kann  man 
doch  die  obigen  Auseinandersetsungen  direct  benutzen,  da  nftmlich  diese  Glei- 
ehnngen  von  derselben  Form  sind,  die  fEb:  die  Anwendung  der  LAOBAHOE^schen 
und  HAMiLTOv'schen  Gleichungen  erforderlich  ist. 
Man  kann  also  setzen: 


(17) 


3S 
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Werden  nun  x,  y,  %  als  ^-Ooordinaten  gewfthlt,  so  werden  nach  (2)  §  8 
afy  y\  x'  die  entsprechenden  /»-Coordinaten,  und  die  Riiiij:.TO]T-jAcou'8ehe  Oif- 
ferentialgleichting  lautet 


1  r/öTTV     /öTTV.   /dW''\«l 


^+*. 


Auch  hier  eignen  sich  die  rechtwinkligen  Goordinaten  nicht  gut  für  die 
Integration.  Dagegen  passen  hier  besser  die  Polarcoordinaten.  Nach  (12)  §  7 
ist  dann  der  Ausdruck  für  T 


Setst  man  also 
so  bekommt  man 


2  T  =»  r'«  +  r«  9)'«  +  r«  cos*  9)  ö'*. 
9t  "  *"  >        ?i  ■"  9 »        &  =  ö  > 


P.  «y^,  =  r«y, 

P»  -  ygr  =  r*  cos«  y  O'. 

Die  Differentialgleichungen  für  diese  Coordinaten   sind   nun  von  cano- 
nischer  Form 

doi       d  H  dpi  dH      ,. 

-jT*^'        -TT"-^-      (•-1,2,8), 
dt        dpi  dt  aqt  »     »    /j 

wo 

r 


^       2  V^'  ^  r*  ^  r*cos>j 


Die  HAMiLTON-JAOOfii'sche  partielle  Differentialgleichung  für  das  Zwei- 
Körperproblem  lautet  also 

Die  Integration  dieser  Gleichung  werden  wir  in  einem  folgenden  Ab- 
schnitt ausführen. 

Beispiel  3.  Die  Bewegung  eines  Körpers  sei  auf  bewegliehe  Achsen  be- 
xogen,  und  U  sei  eine  Function  der  Ooordinaten  des  Körpers  in  Bexug  auf  diese- 
beieeglichen  Achsen. 

Man  hat  also 

ü  -  Ü(S,  V) 
und  nach  (19)  §  7 

2r=  f"+  ,'»  +  2^(f  ,'-r,)+  (f|)V+  V')- 
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^Werden  nun  |  und  17  als  ^-Goordinaten  genommen,   so  sind  die  ent- 
SL|u  cclifiiiden  p< 


ft-V'  +  jjl, 


und 


-  i  [(.  .  If' )*^  (»^  -  If  <J\  -  i  (It)  V*  «-  m,. ,, , 

und  nun  ist  nach  (4)  die  gesachte  DiffBientialgleichnng: 

dV  _^  1  (dV  ^  dv    Y^  1  (dV      dv  J\* 

Ist  F({,  ij'^  tti,  a,)  eine  Function  mit  swei  unabhänjfigen  Constanten  04 
imd  «^  welche  dieser  Gleichung  genügt,  so  sind  |  und  17  durch  die  Gleichungen 
(5)  und  (6)  bestimmt 


§  10.     Variation  der  Conttanten  in  einem  meclianifclien  Probiem. 

!Eb  sei  ein  canonisches  System  Ton  Differentialgleichungen 

/i\  dqt       dB  dpi  dB       /  •  _  1     9  „n 

KOT  Ijösung  Torgelegt 

Die  charakteristieche  Function  H  theile  man  in  beliebiger  Weise 
in  zwei  Theile  H^  und  H^y  so  dass 

(2)  H^H,  +  H,, 

imd  nehmen  wir  an,  dass  man  eine  Lösung  der  Differentialgleichungen 

gefunden  hat^  entweder  indem  man  die  HAHniTON-jAOOBfsche  par- 
tielle Differentialgleichung 
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(4)  ^  +  ^«  =  0 

angewandt  hat,  oder  durch  irgend  eine  andere  Methode,  so  dass  die 
Lösung  Ton  (3)  die  folgende  ist 


(5) 


?i  =  ?•  (^;  «1  j  •  •  • »  «„ ;  ft  ?  •  •  • '  /'J  > 


^}  •  >  • }  <^n  >  ßi^  *  '  '  ?  /^n  ^ob^^  ^^  unabhängige  Integrationscon- 
stanten  auftreten.  Man  kann  sich  dann  das  Problem  stellen,  die 
Gleichungen  (1)  zu  integriren  unier  Anwendung  von  cc^^,  .  .  . ,  a^\ 
ßi,  '  '  *,  ß^  als  Veränderliche  statt  q^,  .  .  . ,  q^;  Pi,  .  .  . ,  /?^.  Diese 
Aufgabe  nennt  man  das  Problem  der  Variation  der  vnllkürUchen, 
Constanten. 

Zuerst  Ton  Euleb  aufgestellt,  ist  dieses  Problem  in  seiner  all- 
gemeinen Fassung  besonders  von  Lagrakge  ausgebildet  worden. 
Seine  Anwendung  auf  die  Störungstheorie  enthält  eines  von  den 
fruchtbarsten  Resultaten  der  Untersuchungen  dieses  grossen  Greometers 
in  der  Mechanik  des  Himmels. 

Die  Aufgabe  ist  also,  die  Differentialgleichungen  für  or.  und  ß^ 
aufzustellen.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass,  wenn  cc^  und  ß^  die  bei 
der  Integration  der  HAMiLTON-JAOOBi'schen  Differentialgleichung  (4) 
nach  den  Formeln  (5)  und  (6)  im  yorigen  Paragraphen  auftretenden 
Constanten  bezeichnen,  man  einfach 

(*)  -^7=0^'       -JT^-Tß;    (»=^2,...,n), 

bekommt 

Die  a.  und  ß.  werden  aus  diesem  Grunde  canomscfu  Inte- 
grationscoTistanten  genannt. 

Beweis: 

Aus  (5)  erhält  man: 

dB  _  dqt^  _  dji^       ^  (dji^  dot^        dqi_  dßA 
dpi        dt         dt  '^^^[dar   dt  "^  d ßr    dt) 

_  BH^  _  dpt^  _  dpt^    ,  ^  (dpi_  dar_       dpi_  dßA 
dqi         dt   "~   dt   '^^^[dor    dt   '^  d ßr    dt)' 
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Nttn  hatte  man  die  Form  (6)  für  f^  und  p^  durch  die  Integration 
Ton  (3)  erhalten,  es  ist  also 


dqi  _  SH^ 
Bt  "^  Bpi 


Bpi 
dt 


dqi 


(t=  1,2,...,  n), 


80  dass  die  obigen  Gleichungen  lauten: 


(7) 


dai   dt 


da,    cT/ 


ö gi  dßi  dqi^  dßn  ^  d Hl 

'^  dßi   dt  "^  '"  "^  dßn    dt  "  dpi  ' 


8 


dpi  rfoi    ,  ,    dpi^  rf«. 

,   öp<  dft  5p<  dßn  _ 

■•"ÖÄ   i<  ■*"*'-"'"ö/?.    dt  " 


dqi 


Setzt  man  hier  t  b  1 ,  2 ,  . .  . ,  n ,  so  bekommt  man  2  n  Glei- 
chungen,  aus  denen  -=^  und  -^^   berechnet  werden  können,   da  die 

dt  a  t 

Determinante  der  Goefficienten  von  Null  yerschieden  ist^  weil  wir 
angenommen  haben^  dass  cc^,  . .  . ,  cc^  vnabhängige  Constanten  sind. 
Diese  Berechnung  wird  in  folgender  Weise  einÜEUsh  ausgeführt 

Man  multiplicire  die  erstere  der  obigen  Gleichungen  mit  7^,  die 
letztere  mit  —  g-^  und  addire  sämmüiche  so  erhaltenen  Gleichungen, 

indem  man  nach  einander  setzt  t  «  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n . 
Wir  benutzen  dabei  folgende  Bezeichnung 


(9) 


Kay  o)  ^  ^^j^  -^  ^  ^  j^j 


eine  Gleichung,  die  man  auch  in  den  folgenden  Formen  schreiben 
kann 


(9*) 
oder 

(n 


(a,  *)  = 


dqi 


dpi 
db 


dqi 


dpi 
da 


da 


iml 


db 


db 


da 
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Wir  erhalten  in  dieser  Weise 


(10)  §K.«^)^  +  |0»p«^4f-^' 

dai  _.  5^.  > /*      D\   dßi        B Hl 


(11)         ^^«i>  ßr)  ^ +^(ßi>  ß;i  ^ 


dßr 


Die  Gleichung  (1 1)  erUUt  man,  indem  man  (7)  und  (8)  mit  bez. 
^  und  —  jj-  mnltiplicirt  hat  nnd  die  Resultate  für  sämmüiche  i 

addirt 

Die  Ausdrücke  {a,  b)  sind  zuerst  von  Lagrakge  eingeführt 
worden  und  werden  oft  LAGBAKas'sche  Parenthesen  genannt  Die- 
selben besitzen  verschiedene  interessante  Eigenschaften,  von  denen 
ich  hier  nur  zwei  herrorhebe,  nämlich 

(  (*,a)  =    -(a,*) 

(12)  ^   '    \ 

l  (a,a)  «   0 

die  aus  der  Definition  unmittelbar  folgen. 

Die  Formeln  (10)  und  (11)  gelten  für  jedes  System  von  Inte- 
grationsconstanten.  Besonders  einfach  gestalten  sich  indessen  diese 
Gleichungen,  wenn  a^  und  ß^  eanonüehe  Constanten  sind. 

Wenn  nämlich  a^^  ...,  a^\  ß^,  ...,  ß^  durch  die  Integration 
von  (4)  entstanden  sind,  und  F{tf  cc^,  •  •  •  >  ^^ '  9i '  * "  >  ?J  ^^^ 
eine  Function  mit  n  unabhängigen  Constanten  tt| , ....  «^  ist,  welche 
die  Gleichung  (4)  befriedigt»  dann  ist 

Es  ist  aber  nach  (9**) 
also  nach  (13) 

.        ^. d     ^  dV  dqi  e     ^  dV  dqt 

^«r>  PJ    -    aft  ,^    ai?,  dar         dar  ^^'i  ^9i  Bß.  ' 


; 
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Indessen  hat  man 

9v      (ar\ 

^dV  dq,         ^     .     ^  9Fdq, 
(^  dqi  dar   ^Pr-f  ^^^  sq,  g„^  ' 

av 

^BVdqi 
<^i  dq,  dß. ' 

und  es  ist  also 

(14)                     («„/?;  - 

aft  _  J 

0  tax  r^f 
—  1     .,    r  =  ». 

In  derselben  Weise  bekommt  man 

(14*)                          K, 

«.)    -    (ßr'l 

8,)  -  0. 

Aus  (14)  und  (14*)  folgt  nnn 


I 


<1^>  i-_    _«5    (r=l,2,...,n). 

l  dt  dßr 

£8  gilt  also  folgender  wichtige  Satz: 
Wenm  man  die  Gleichungen 

« 

imUtebt  der  ELAMnjTOShJAOOB^ sehen  partiellen  Differentialgleichung 

w  +  ^o-o 

mUgrirtj  undq^ft;a^,  ...,  «,;  /S^,  ...,  ßj  undp^(t;a^,  ...,  «,;  A,...,i9J 
ifie  #<?  «rAoüfofMii  £i<Sflyrai^tf9icäofMn  bedeuieny  wo  a^  und  ß^  cananische 
Inieffraüanteanttanten  sind^  so  kann  many  wenn  a^  und  ß^  als  verändere 
Sehe  Grossen  betrachtet  werden^  in  den  Gleichungen 

dqi        BH        dpi  dH     /•       *     9  x 

9X9   "'f    9n»     Pl9    •'•?  Pn    9^9^    ^'   •••»    *«>     ß\*      ••»   ßn    ^^^^    ^ 

Smieiäutionen 
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9i  —  ?*(^*^l  •    ■•■»    ««5    ßi^    -M   ßni 

Pi  =  Pi{^:^^  •••»  «•;  A»   --^  /'J 

vertauschen   und  die  Differentialgleichungen  für   die   neuen  Verändere 
liehen  a^  und  ß^  lauten  dann 

\  dt  dai 

Die  canonischen  Integrationsconstanten  denken  wir  uns  durch 
die  Grleichungen  (13)  bestimmt 

Auf  Orund  dieses  interessanten  Theorems  allein  gebührt  der 
cananischen  Form  der  Differentialgleichungen  in  der  Mechanik  ein 
entschiedener  Vorzug  Tor  anderen  Formen   für  diese  Gleichungen. 


ZWEITER  ABSCHNITT 

ÜEBER  DIE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

IN  DER  MECHANIK 

BEDINGT  PERIODISCHE  BEWEGUNGEN 


§  I.    Integration  der  HAMiLTON-jACOBi'echen  Dlirerentialglelchung 
durch  Separation  der  Variabein.    Theorem  von  Stxckel. 

Wenn  die  Zeit  nicht  ezpUcUe  in  der  charakteristischen  Function 
iT  Yorkommt,  so  lautet  die  HAMiLTON-jAGOBi'sche  partielle  Differential- 
gleichung nach  Formel  (11)  §  9  im  ersten  Abschnitt 

(1)  if(?i, ...,  ?„;  5^, ...,  öS'"*- 

Hier  ist  H  eine  Function  zweiten  Orades  in  den  partiellen 
Differentialquotienten  von  W. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufjfi^abe  stellen:  Wann  lässt  sich  diese 
Gleichung  durch  eine  Separation  der  Yariabeln  integriren^  d.  h. 
wann  ist  es  möglich,  die  Gleichung  (1)  in  der  Weise  zu  integriren, 
dass  man  ftr  W  die  folgende  Form  annimmt: 

(2)  *"  ^  S  ^''^  ^^^ ' 

wo  also  jedes  Glied  rechter  Seite  W'^^{q^  nur  von  einer  der  Ver- 
änderlichen —  q.  —  abhängig  ist 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  in  ihrer  aUgemeinen  Fassung  scheint 
mit  nicht  unbedeutenden  Schwierigkeiten  verbunden  zu  sein,  wenig- 
stens wenn  es  gilt^,  sowohl  die  nothwendigen  wie  die  hinreichenden 
Bedingungen  f&r  die  Lösung  aufzusuchen.  Es  ist  indessen  Herrn 
P.  SrlCKEii  gelungen,  das  Problem  in  einem  ziemlich  umfassenden 
Fall  zu  lösen. 

Dieser  Fall  ist  der,  dass  in  (1)  ausser  den  Veränderlichen  ?| , .  .,  ?» 
nur  die  Quadrate  von  y— ,  . . . ,  ^ —  vorkommen.    Man   kann   dann 
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nicht  nur  die  betreffenden  Bedingongen  ftir  die  Lösung  finden,  son- 
dern auch  die  Bewegung  vollständig  discuären, 

Angenommen  also,  dass  (1)  von  folgender  Form  ist: 


(3) 


^=ii:/-(|£)*-(^+«.)-o, 


wo  U  die  Eräftefunction,  u^  eine  Gonstante  bezeichnet  Es  ist  nun  die 
Aufgabe  zu  untersuchen:  wie  müssen  A^, .,,,  A^  und  ü von  ^i  i  •  •  •  ?  9. 
abhängen,  damit  die  yollständige  Lösung  von  (3)  von  der  Form  (2)  sei. 

Setzt  man 
(3*)  '-       '  "^ 

80  ist  also 
(3**) 


^A,frj  =  2{ü+a,). 

Ist  nun  ^(9|,  ...,  q^;  ccit  "-9  ^J  die  vollständige  Lösung 
dieser  Gleichung,  so  muss  bei  Einsetzung  dieser  Function  in  (3"**) 
diese  Gleichung  in  eine  Identität  übergehen,  die  also  befriedigt  wird 
für  beliebige  Werthe  der  Integrationsconstanten  a^,  .*.,  cc^. 

Man  kann  also  diese  Gleichung  nach  irgend  einer  von  diesen 
Grössen  a^,  ...,  a^  differentiiren,  und  man  bekommt  somit  die  n 
Gleichungen: 


(4) 


^,^  +  ^,!^  +  ...  +  ^/«'.- 


doj 


dotj 


«  d 


.  BW,-  ÖTF.«  OTT,« 


da. 


der. 


"  öo, 


=  2, 


=  0, 


^'^  +  4^'  +  ...  +  <^"=.o. 


da. 


"  d 


Da,  nach  der  Annahme,  die  Function  Jf^(gi » •  •  •  9  9« ;  <^  >  •  •  •  f  «J 
ein  vollständiges  Integral  von  (1)  ist,  so  muss  nach  §  9  im  Yorigen 
Abschnitt  die  HjsssE'sche  Determinante  von  Jf  von  Null  yerschieden 
sein.    D.  h.  es  ist 

ö»  FT  ö»  TT 


(5) 


JS  ^ 


ö  g,  d  (»1 '   *  " '  B  q^da. 


d-W 


d-W 


dqida^*  * " '  dqndon 


+  0 
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Betrachtet  man  nun  die  Determinante 


(6) 


J  = 


d  ff,«  d  W^ 


!  ö^i* 


>  •  •  •  f 


SO  findet  man,  dass 

(7)  J«2-M;,r,,...,/f',^, 

und   da  £  nicht  identisch  yerschwindet,  so  muss  dies  auch  mit  J 
der  Fall  sein. 

Wenn   dem  aber  so-ist,  so  kann  man  (4)  nach  den  Grössen 
Aj  ,  ...  9  A^  auflösen,  und  man  bekommt  dann  nach  I  §  1  (9) 


(8) 


A 

s 

2 

da, 

A 

= 

2 

da, 

^- 

s 

2 

Nach  (3"^  ist  nun  auch 


(9) 


da, 


Da  nach  I  §  1  (2) 


j-  51*^-*   ^^ 


i  a«,  ^dw," 


d  a. 


SO 


t'o.TiTi    man  statt  (9)  auch  schreiben: 


(9^ 


^-.I^'-^It^ 


da^ 


80  üeber  die  Differmüalgleiehunffen  in  der  Meehamk. 

Die  Formeln  (8)  und  (9*)  sind  immer  gültig.  Wir  haben  hier 
keine  andere  Annahme  über  die  Function  IT  gemacht,  als  dass  die- 
selbe das  vollständige  Integral  yon  (1)  ausmacht 

Wir  unterwerfen  nun  W  der  BedinguDg,  dass  in  W  die  Variabeln 
separirt  sindy  so  dass  also  ^  von  der  Form  (2)  ist  Wir  werden 
dann  noch  sehen,  was  aus  den  Formeln  (8)  und  (9*)  folgt 

Erstens  folgt  aus  (8*),  dass  fF^  eine  Function  von  q^  allein  ist 
Da  wir  weiter  gefunden  haben,  dass  jd  nicht  identisch  verschwindet^ 
so  giebt  es  immer  Werthe  für  die  Integrationsconstanten  a^,  ..-,  a^, 
für  welche  A  von  Null  verschieden  ist  Es  sei  or/,  ...,  a^^  ein 
solches  System  von  Werthen. 

Für  diese  Werthe  von  a^,  . . . ,  a^  gehen  nun  die  Functionen 

dWJ 


da 

in  bestimmte  Functionen  von  q^  über.    Gesetzt  also: 


so  ist 


(10) 


ö  FF» 
Vxviqn)  =  -^-p- ,      («,  f  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) , 

V 


ViA9i)s  •••.  VniCyJ 


yin(yi)'    ••-    qP«,(yJ 


Für  die  betreffenden  Werthe  von  cc^,  ...,  a^  gehen  auch  die 
Ausdrücke 

apF« 

WJ^a,-j^     (x=l,  2,  ...,  n) 

in  bestimmte  Functionen  von  q^{x  =  l  ,2 .  ..,,  n)  über.    Setzt  man 

also 

OFT« 

so  gelangt  man  zu  dem  Theorem  von  Stäokel: 

Wenn  die  HAniLTON'J^AcoB^sche  Differentialgleichung 

(11)  ^=  2/"(J^)'  -  2(£^+  «x)  =  0 
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Separaüan  der  Variabeln  geetattety  so  gieht  es  nothtoendig  ein  System 
wm  n'  Functionen 

V-yi9H)     («i^=*  1.2,  ...,  n) 
und  ein  System  von  n  Functionen 

ven  der   Beschaffenheit^   dass   sich   die  Coefficienten  J^,  A^,  . . . ,  J^ 
durch  die  Gleichungen 

('-J  ^-"iä^i   («-1,2.  ....«) 

und  die  Kräftefunction  U  durch  die  Gleichung 

darstellen  lassen.'^    Hier  ist  A  durch  (10)  definirt. 

(In  den  Ausdrücken  (8)  für  Ä^  kommt  der  Factor  2  vor.  Der- 
selbe kann  offenbar  weggelassen  werden,  wobei  man  nur  die  will- 
kfirlichen  Functionen  1/;^  entsprechend  zu  verändern  braucht) 

Diese  Bedingungen  sind  nothtoendig.  Ob  auch  die  Wahl  der 
Functionen  tp^^  und  yf^  willkürlich  geschehen  kann,  ist  hieraus 
nicht  direct  einleuchtend.  Das  ist  aber  in  der  That  der  Fall,  um 
dies  zu  zeigen,  wäre  offenbar  der  directeste  Weg,  wenn  man  be- 
weisen könnte,  dass  die  Gleichung  (11),  wo  die  Coefficienten  durch 
(12)  und  (13)  gegeben  sind,  immer  durch  Separation  der  Variabein 
gelöst  werden  kann,  was  für  Werthe  auch  den  Functionen  (p  und  tp 
zuertheilt  werden.   Das  ist  gerade,  was  Staoeel  a.  a.  0.  gezeigt  hat 

Die  Lösung  der  beireffenden  Gleichung  ist  in  der  That  die  folgende: 


(14) 


'  P.  StIcksl:  Ueber  die  Integration  der  HA]m.T0N-JAC0Bi'8chen  DifPerential- 
gleiehmig  mittels  Separation  der  Variabeln^    Habilitationsschrift    Halle  1891. 
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Hieraas  folgt  nämlich 


(15) 


(a  TI7'\1  n 


Setzt  man  aber  in  (11)  die  Ausdrücke  (12)  und  (13)  f&r  A  und  U 
ein,  und  nimmt  auf  die  Relation 


1   :=: 


x»l 


^h\ 


1     dA 


A  dg>^^ 


Rücksicht,  so  lautet  dieselbe: 


(16) 


? «lallte)  -^^'.-^«xflp«! 


=  0 


Diese  Gleichnng  wird  aber  dnrch  (15)  befriedigt    Setzt    man 


nämlich  diesen  Aasdrack  für  -ä—   ein,   so  bekommt  man  statt   (16) 


Nun  ist  aber  nach  I  §  1  (2) 


-  jj_  _  fl  fllr  A  =  1 


80  dass  die  Goeffidenten  yon  ai  identisch,  verschwinden. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (11)  wird  also  durch  (14) 
befriedigt  Diese  Gleichung  enthält  auch  die  erforderliche  Zahl  von 
Gonstanten  a^,  .  . .,  a^  und  diese  sind  von  einander  nicfu  ab^ 
hängig.    In  der  That  folgt  aus  (15),  dass 


und  folglich  ist 


dWJ^ 

da 


=  2" 


9 


HV 


(x ,  V  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  w) . 
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Andererseits  ist  aber 


dW  ^ 

M 


=  2-r.r....r. 


2-r,  rj...r. 


Da  nnn  angenonunea  worden  ist,   dass  |  tp^y 


dW^ 

dq^da 

'y 

▼erschwindet,  so  muss  dies  auch  mit 


d^W 


nicht  identisch 
der  Fall  sein,  und 


die  Integrationsconstanten    a^,   , .  .,   a^    sind    also    von    einander 
unabhängig. 

Der  partiellen  Differentialgleichung 
entspricht  das  System  von  cAnonischen  Differentialgleichungen 


(17) 


dqi 

dt  ^ 

dH 
dpi 

dpi 
dt 

dH 

(t  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n) , 


wo  nun,  wenn  Separation  der  Variabein  stattfindet, 


(18) 


H^\^Ä^pJ^U, 


2j^ 


H^l 


ond  A^  und   U  durch   die  Belationen  (12)   und  (13)  gegeben   sind. 
Nach  I  §  9  (12)  lautet  nun  die  Lösung  you  (17)  folgendermaassen 


(19) 


BW 


=  '  +  ft  = 


fnii.9^^9. 


X  = 


y  j/2v«(o  +  2^i:^«ini(««) 


(19*) 


dW 


a. 


/?.  =2 


'Phu{^h)^<1. 


y  1/2^.(0  +  2  2^  «xVkx(0 

(^  =  2,  3,  .  . .,  n). 


6 
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Diese  Gleichungen  (19)  und  (19*)  enthalten  also  die  vollständige 
Lösung  der  canonischen  Differentialgleichungen  (17)  unter  den  hier 
gemachten  Voraussetzungen. 

Stellen  wir  also  die  Resultate  zusammeni  so  lauten  sie  folgen- 
dermaassen: 

Wenn  n(n  +  f)  Functionen  je  einer  Veränderlichen 

Vh^{^h)      («,  v  =  1,  2,  .  .  .,  n) 
und 

V^H   (?>.)        (»=  1,  2,  .  .  .,  ?4) 
gegeben  sind,  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Determinante 

^^\7>Hy\       {x,  v=zl,  2,  .  .  .,  n) 

nicht  identisch  verschwindet,  aber  sonst  willkürlich  gewählt  sind;  wenn 
wir  weiter  annehmen,  dass  die  n  +  1  Functionen  J^ ,  .  .  . .  Ä^  und  ü 
so  bestimmt  sind,  dass 

so  ist  die  Lösung  der  canonischen  Differentialgleichungen 

Tf^Wr       U-^d^       (I-  1,  J,  ...,  n), 
wo 

durch  die  Gleichungen  (19)  und  (19*)  ausgedrückt 

Bemerkung:     Wäre  eine  von  den  Unterdeterminanten 


identisch   gleich  Null,   so    würde  der   entsprechende  Coefficient  A 
verschwinden.     Dann   folgt   aber    aus    den   Differentialgleichungen 
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dass  der  entsprechende  Werth  ftir  q^  eine  Gonstante  ist^  so  dass  die 
Ordnung  der  DifFerentialgleichnngen  nm  eine  Einheit  heruntergedrückt 
werden  kann.  Ich  habe  Torausgesetzt,  dass  diese  Elmiedrigang  der 
Ordnung  schon  ToUfthrt  worden  ist,  so  dass  keiner  von  den  Coef- 
fidenten  A^  verschwindet 

Die  durch  die  Gleichung  (19)  und  (19*)  bestimmte  Bewegung 
kann  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  yollst&ndig  discutiren. 
Beyer  ich  aber  zn  dieser  Discussion  für  eine  beliebige  Zahl  von 
Veränderlichen  übergehe,  werde  ich  das  ein&chste  Beispiel  in's 
Aage  fassen,  den  Fall  nämlich,  dass  nur  eine  einzige  Veränderliche  q 
Torhanden  ist 


§  2.    Bewegungen,  die  durch  einen  FrelbeHsgrad  beetimmt  eind. 

LIbration  und  Umttalion. 

Von  einer  Bewegung,  die  durch  die  canonischen  Differential- 
gleichlingen 

dqi  _        dH^ 

dt  "       dm 

r        (,*1,  2,  .,.,  n) 
djH ajff 

dt  c^< 

bestimmt  ist,  sagt  man,  dass  dieselbe  n  Freiheitsgrade  besitzt    Ist 
nur  ein  Freiheitsgrad  vorhanden,  so  ist  also 


(1) 


wo 


dg  dH 

dt  "^        dp  ' 

dp       _  ^Jff 
dt  ^        dq  ' 


(n  B^^A{q)p^^U(q). 

Die   entsprechende  HAHiLTOK-jACOBi'schr  Differentialgleichung 
lautet  hier  einfach 

^(?)(^)'-2(C^+«), 
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und  es  ist  somit 


Hieraus  bekommt  man  weiter 


(3) 


t  +  ß^'-^^f^^  _ 

da       Jy2{ü+a)Ä(q) 


Die  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Bewegung  wollen  wir 
nun  untersuchen. 

um  die  Ausdrucksweise  etwas  zu  verkürzen,  will  ich  die  Be- 
zeichnung ^mechanische  Grösse''  einfahren,  unter  einer  mechanischen 
Gfröese  verstehe  ich  eine  Veränderliche,  die  nebst  ihrem  ersten  Differen" 
tialquotienten  für  jeden  endlichen  Werth  der  Zeit  reeä,  stetig  und  end- 
lich ist 

Von  dieser  Art  sind  z.  B.  die  rechtwinkligen  Coordinaten  im 
Drei-Eörperproblem  in  dem  Fall,  dass  ein  Zusammenstoss  in  end- 
licher Zeit  nicht  Torkommt  Als  solche  mechanische  Grössen  kann 
man  auch  die  osculirenden  elliptischen  Elemente  eines  Planeten 
betrachten  u.  s.  w. 

Statt  der  Zeit  kann  man  hierbei  jede  andere  unabhängige  Ver- 
änderliche einführen,  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  1)  mit  der 
Zeit  stetig  wächst  und  2)  mit  der  Zeit  unendlich  wird. 

Es  sei  nun  eine  mechanische  Grösse  q  durch  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form  (3)  bestimmt    Setzt  man 

so  lautet  diese  Gleichung 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  q  niemals  einen  solchen  WerA 
q  =^  a  überschreiten  kann,  für  welchen  die  Function  F{q)  verschwindet 

Es  sei  nämlich  F(a)  =  0,  und  die  Gradzahl  dieser  Wurzel  sei 
gleich  m,  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet  Man  kann 
dann  schreiben 

(4*)  P{</)=^{q-aYrf.{q), 
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wo  (p{a)  Ton  Null  yerschieden  ist  Wir  setzen  nun  voraus  ^  dass 
(pis)  in  der  Umgebung  Ton  x  »  a  in  eine  conyergente  Potenzreihe 
entwickelt  werden  kann,  wo  also,  den  Voraussetzungen  nach,  das 
constante  Glied  nicht  verschwindet    Aus  (4)  erhalten  wir  dann 


dq 


(5)  ^{co  +  c^{q-a)  +  e^{q^af+.,.)^±dt. 


(9-a)2 


Wir  müssen  hier  bei  der  Integration  zwei  FäUe  unterscheiden, 
je  nachdem  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist 

Für  ungerade  m  lautet  das  Integral  von  (5) 
and  f&r  gerade  m 


(7) 


iq-a)' 


+  — ^  (?-«)" +  •••)==  =F(/+T), 


wo    r    eine    Integrationsconstante    bezeichnet    und    innerhalb    der 
Klammer  das  Glied  mit  dem  Goefficienten  c«        wegzulassen  ist 


2-^ 


Lassen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  q  sich  dem  Werthe  q^a 
nähern,  und  zwar  so,  dass  die  linken  Seiten  von  (6)  und  (7)  reell 
bleiben,  so  wächst  gleichzeitig  der  absolute  Betrag  von  der  linken 
Seite  und  also  auch  van  t  über  alle  Grenzen,  so  oft  nämlich  m^2. 
Umgekehrt  können  wir  also  behaupten,  dass,  wenn  m  ^  2  ist,  es 
keinen  endlichen  Werth  i  von  t  giebt,  für  welchen  q  den  Werth  a 
annimmt  Da  weiter  q  von  reellen  Werthen  grösser  als  a  zu  reellen 
Werthen  kleiner  als  o,  da  j'  reell  und  stetig  ist,  nur  übergehen  kann 
durch  Passiren  des  Werthes  q  ^  a  selbst,  so  kann  also,  für  m  ^2, 
q  niemals  die  Wurzel  q  =  a  überschreiten. 

Ist  endlich  m  =  1 ,  so  hat  man  nach  (6)  folgende  Relation 
zwischen  ?  und  /  in  der  Umgebung  von  9  »  a 
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(8)         ±(^+T)«2(y-a)V.(c,+  ^(y-a)  +  f(?-a)>  +  ...j. 

Hieraus  bekommt  man  nun 

(8*)  y  -  a  =  Jj  (/  +  T)>  +  ^  (/  +  T)*  +  . . . 

Für  r  SS  —  T  folgt  nun  q  ^  a^  welchen  Werth  man  also  hier  für 
einen  endlichen  Werth  Ton  t  erreicht  Die  Stelle  q  ^  a  kann  aber 
auch  hier  nicht  überschritten  werden.  In  der  That  folgt  aus  (8^ 
dass,  für  Ä^  ponäv,  q  >  a  sein  muss,  für  A^  negativ  immer  q  <,  a. 
In  beiden  Fällen  kann  die  Stelle  q  s*  a  nicht  überschritten  werden. 
Wir  sind  also  zu  dem  folgenden  Resultat  gelangt: 
fTenn  q  eine  mechanische  Grösse  istj  die  durch  die  Differential' 
gleichung 

(•)  (4f )'  -  n,) 

bestimmt  ist^  so  kann  q  für  keinen  endlichen  Werth  von  t  eine  solche 
Stelle  q  ^  a  überschreiten,  für  welche 

(b)  F{q)  =  0 

ist 

Ist  q  ^  a  eine   einfache    Wurzel  von   (b),  so  wird  dieser   Werth 

für  einen  endlichen  Werth  von  t  erreicht  und  der  Differentialquotient 

von  q   wechselt  für  q  ^  a   das   Zeichen,     Ist  die    Ordnungszahl   der 

Wurzel  grösser  als  Mns,  so  wird  der    Werth  q  ^  a  für  keinen  end- 

liehen  Werth  von  t  erreicht 

Es  seien  nun  a  und  b  {b  >  a)  zwei  benachbarte  Wurzeln  von  (b) 
mit  den  Ordnungszahlen  m  und  n,  so  dass 

^*^  (-5f)*-(?-a)"(*-?rv(?). 

wo  1p  (q)  für  keinen  Werth  von  q  zwischen  a  und  b,  die  Grenzen 
eingeschlossen,  yerschwindet 

Wenn  q  bei  dem  Anfang  der  Bewegung  zwischen  a  und  b 
liegt^  so  muss  also  nach  dem  obigen  Theorem  q  immer  zwischen 
den  Grenzen  a  und  b  liegen. 
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Um  die  durch  (9)  bestimmte  Bewegung  zu  Untersachen,  führen 
wir  eine  Hilfegrösse  w  eiOf  die  so  definirt  ist,  dass 

und  es  ist  dann 

Da  die  Gleichung  (9)  durch  zwei  andere,  jede  mit  ihrer  be- 
sonderen Integrationsconstante,  ersetzt  worden  ist,  so  ist  es  erlaubt, 
die  eine  von  diesen  Constanten  nach  Belieben  zu  bestimmen.  Wir 
setzen  fest^  dass  in  (11)  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  wird, 
dsss  IC  den  Werth  Null  erhält,  wenn  t  selbst  gleich  Null  ist  Dann 
folgt  aus  derselben  Gleichung,  dass  w  immer  einen  reellen  Werth 
haben  muss.  Wir  können  aber  nicht  nur  über  den  Werth  you  w 
beim  Anfang  der  Bewegung  yerftigen,  sondern,  da  es  nur  nothwendig 
ist,  dass  die  Gleichung 

(dqV  (dw\*_  (dqV 
\dta)    [dtj        \dt) 

zwischen  den  Quadraten  der  Differentialquotienten  stattfindet,  so  ist  es 
auch  erlaubt,  -^  beim  AnfiBuig  der  Bewegung  ein  beliebiges  Zeichen 

za  ertheüen. 

Geben  wir  dann  dw  beim  Anfang  der  Bewegung  dasselbe 
Zeichen  wie  dt,  so  werden  die  Zeichen  dieser  beiden  Grössen  immer 

übereinstimmen,  da  ^  nie  Null  (oder  unendlich)  werden  kann.    Wir 

haben  also  für  alle  Werthe  von  / 

wo  ß  eine  noch  unbestimmte  positive  Constante  bezeichnet 

Aus    dieser  Gleichung  zwischen  w    und   t   können    wir    eine 
wichtige  Eigenschaft    Ton  w  ableiten.     Da    nämlich  q  in    seinen 
Aenderungen  so  bestimmt   ist,    dass  immer  i'^g^a,    und  den         ^ 
gemachten  Voraussetzungen  gemäss  tp{q)  in  diesem  Gebiete  stetig 
ist  und  nie  Nnll  oder   unendlich   wird,   so  muss  nothwendig  tff{q) 


90  Ut^ber  die  Differeniialgleichungen  in  der  Mechanik. 


für  die  genannten  ^r-Werthe  eine  endliche  obere  Ghrenze  und  eine 
von  Null  yerschiedene  positiTe  untere  Grenze  haben.    Dasselbe  gilt 

dann  auch  für  -jY^p{g)f  so  dass  es  immer  möglich  ist,  zwei  posi- 
tive Zahlen  Z^  und  Z,  zu  finden,  der  Art,  dass  ftir  alle  qy  die  hier 
in  Betracht  kommen,  y 

und  hieraus  folgt,  dass 

(12)  L^t<tff<L^t. 

Nachdem  wir  zwei  bestimmte  Grenzen  gefunden  haben,  inner- 
halb deren  die  Werthe  von  to  eingeschlossen  sein  müssen,  können 
wir  zur  Untersuchung  der  Gleichung  (10)  übergehen,  welche  die 
Belation  zwischen  q  und  w  enthält 

Wir  bemerken  hier  gleich  die  grossen  Vortheile,  die  uns  die 
Einführung  der  Hil&grösse  w  gewährt  In  der  That  liegt  nun  die 
ganze  Discussion  der  Bewegung  in  der  Gleichung  (10),  die  durch 
elementare  Methoden  behandelt  werden  kann.  Angenommen,  dass 
die  Lösung  derselben  wäre 

q  =  f{w) , 

so  brauchen  wir  hier  nur  to  alle  Werthe  zwischen  —  oo  und  +  oo 
durchlaufen  zu  lassen,  um  die  ganze  Bewegung  von  q  darzustellen. 
Und  noch  mehr,  wenn  wir  to  mit  einer  Gonstante  mal  t  identificiren, 
können  wir  eine  angenäherte  Darstellung  der  Bewegung  bekommen. 
Es  ist  dies  eine  Annäherung  von  derselben  Art  wie  die,  welche 
man  im  gewöhnlichen  Pendelprobleme  bekommt,  wenn  man  die  dort 
auftretende  Sinus  Amplitudinis  gegen  einen  gewöhnlichen  Sinus 
vertauscht 

Nehmen  wir  zuerst  an,  dass 

m  =s  n  =  1 , 

welcher  Fall  zuerst  von  Wetebstbass  in  einer  wichtigen  Abhand- 
lung behandelt  worden  ist  (Monatsberichte  der  Berliner  Akademie 
1866). 
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Eb  ist  non 

(13)  ^=/?V(?-a)(*-?)- 

Die  Lösung  dieser  Gleichung  lautet 

(14)  q  SM  acos^  —  ßw  +  b  sin^   -ßw. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  g  eine  periodische  Function  yon  w 

2  n 

mit  der  Periode  —^  •     Es  wird  sich  aber  zeigen^  dass  q  dann  auch 

m  t  periodisch  ist     üeber  die  Constante  ß  können  wir  z.  B.  so  ver- 
f&gen^  dass  die  Länge  der  Periode  in  Bezug  auf  w  mit  der  Perioden- 
lange in  t  übereinstimmt 
Es  ist  nun  nach  (11) 


/ 


0 

291 


Wird  w  um  —^  vermehrt^   so  bleibt  g  unverändert    Nennen 

p 

wir  den  entsprechenden  Zuwachs  in  t  2T,  so  ist  also 

r  adw 

2T^  \-j-7—r r^- 

/  1/  y  la  CO»*—  ßw  -^r  hm}  —  ßw\ 

w 

Dieser  Ausdruck   ist   aber  von  w  unabhängige   da  nämlich  i^ 

O  mm 

periodisch  in  w  ist  mit  der  Periode  -j-\    folglich    wird    2  7   eine 
Constante  y  und  es  ist  also  ;  in  ^  periodisch  mit  der  Periode 


2 


n 


(15)  2T-   ^  P*^*^ 


\  y  W\^  COB* -^  ß  to  +  b  flin* "ö"  <^  ^1 


oder 


(16)  T  = 


7" 

ßduf 
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eine  Gleichung,   die  nach  (14)  anch  folgendermaassen  geschrieben 

werden  kann 

b 


iq) 


Wenn  die  Länge  der  Periode  in  w  und  in  t  gleich  sein  soll, 
so  hat  man  also 

oder 

(17)  ß  =  ^- 

Wenn  die  Wurzeln  a  und  b  der  Gleichung 

F{q)  =  0 

einfache  Wurzeln  sind,  so  wird  also  q  eine  periodische  Function  der 
Zeit.  Diese  Function  ist  auch  eine  gerade  Function  von  t  Die  ana- 
lytische Darstellung  dieser  Function  kann  leicht  gefunden  werden. 

Nach  dem  Theorem  von  Foübieb  hat  man  nämlich 

(18)  y  =  |jf„+i?^C08i^  +  Ä,C08lfi+..., 

WO 

T 

(18*)  TB^^2jqcos^^dt. 

0 

Hieraus  bekommt  man  durch  theilweise  Integration 
(18*^  niiB,^-2J«UX^dq, 

a 

WO  man  t  durch  q  auszudrücken  hat 

Die  Berechnung  Ton  (18**)  geschieht  am  besten,  indem  man  t 
und  q  durch  die  Hilfsgrösse  w  ausdrückt. 
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Nach  (11)  and  (17)  hat  man 


(19) 


und  hier  ist 


(19*) 


ßw6—=—dw 


Tc,  =  2  ^ 

0 


Im  Besonderen  ist  also  nach  (16) 


dtCy 


(in 


1      1 


Durch  Integration  von  (19)  erhält  man  nun 


(20) 


t  za  W  "{ C,  Bin 

n     * 


ntc 


2n     * 


csin 


2ntc 


+  .. 


Durch  diese  Gleichung  ist  t  durch  w  ausgedrückt,  und  die 
C!oefficienten  in  dieser  Reihe  können  aus  (19*)  immer,  beispielsweise 
mittels  sogenannter  mechanischer  Quadratur,  berechnet  werden. 

Andererseits  ist  nach  (13)  und  (14) 


(21) 


dq  ==-^{b^a)sin^dtc. 


Führen  wir  nun  die  Ausdrücke  (20)  und  (21)  in  (18**)  ein,  so 
bekommt  man 

T 


(22) 
oder 


nTB. 


/i         \   I     ■      nnt     .     nw    , 
^{b'-a)  j  ^m-jr-Wi-^dto, 


0 


(22*)    -^— — 5-=  I  QOQ^  {nt+  w)dw  --  I  cos-^{nt'-w)dw, 


wo  nun  der  Ausdruck  (20)  für  t  einzuführen  ist 
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Die  numerische  Berechnung  von  3^  nach  dieser  Formel  kann 
in  verschiedener  Weise  ausgeführt  werden:  durch  mechanische 
Quadratur,  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  e^,  c^,  .  .  .  , 
mittels  BEssEL'scher  Functionen  u.  s.  w. 

Wäre  die  Ordnungszahl  der  Wurzeln  der  Gleichung 

F{q)  =  0 

grösser    als    die    Einheit,    so    lässt    sich    die   Discussion    der   Be- 
wegung mit  Hilfe  der  Gleichung 

leicht  ausführen. 

Es  sei  erstens  eine  von  den  Ordnungszahlen  z.  B.  n  =  1 ,  die 
andere  — >  m  —  aber  grösser  als  Eins.  Wenn  nun  fttr  ^  =  0  dg 
positiv  ist,  so  wächst  y,  bis  die  obere  Grenze  —  y  =  ä  —  erreicht 
ist  Hier  wechselt  nun  dqidw  das  Zeichen,  q  fängt  an  abzunehmen 
und  nähert  sich  mit  wachsendem  w  (also  auch  t)  unbegrenzt  dem 
Werth  q^a,  ohne  denselben  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen. 

Wäre  zweitens  sowohl  m  wie  n  ^  2,  dann  kann,  während  der 
Bewegung,  dqidw  niemals  das  Zeichen  wechseln  und  9  nähert  sich 
allmählich  einer  von  den  Grenzen  a  oder  b  (der  letzteren  Grenze, 
wenn,  für  ^  =  0,  dqidw  positiv  ist,  der  ersteren,  wenn  dqzdto 
negativ  ist),  ohne  dieselbe  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen. 

Ich  habe  a.  a.  0.^  um  die  bei  der  Lösung  der  Differential- 
gleichung (4)  auftretenden  Bewegungen  zu  charakterisiren,  die  folgen- 
den Bezeichnungen  angewandt: 

L  Man  sagt,  dass  eine  Grösse  eine  LUrrationsbewegung  besitzt^ 
wenn  sie  periodisch  zwischen  zwei  festen  Grenzen  hin  und  her 
schwankt     Diese  Grenzen  werden  Librationsgrenzen  genannt 

n.  Man  sagt,  dass  eine  Grösse  eine  LimitaHonsbewegung  besitzt, 
wenn   sie    sich   allmählich  einem  bestimmten   Grenzwerthe  nähert» 


^  „Ueber   die  Lösung  mechanischer   Probleme,   die  auf  hyperelliptiaclie 
Differentialgleichungen  fahren.**    Bulletin  de  TAcad.  de  St  P^tersbouig  1888. 
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ohne   denselben  je   in   endlicher  Zeit  zu  erreichen.    Der  fragliche 
Grenzwerth  wird  lAmüationsgrenze  genannt 

Ans  der  Torhergehenden  Untersuchung  geht  nun  unmittelbar 
hervor,  dass  die  Bewegung  im  Torhegenden  Falle  nur  von  diesen 
beiden  Arten  sein  kann.  Und  zwar  tritt  Libration  ehij  wenn  die 
fFurzeln  a  und  b  beide  einfach  sindj  sonst  immer  Limitation. 

Der  allgemeine  analytische  Ausdruck  fftr  j^  ist  f&r  den  Librations- 
fall  oben  (hauptsächlich  nach  WEnEBSTBASs  a.  a.  0.)  gegeben  [(18) 
Tind  (22*)].  Die  entsprechenden  Ausdrücke  in  dem  Limitationsfall 
sind,  so  yiel  ich  weiss,  bis  jetzt  nicht  gegeben. 

Die  hier  mit  „Limitation'^  bezeichneten  Bewegungen  sind  Ton 
derselben  Art  wie  die  von  Poincab£  untersuchten  asymptotischen 
Bewegungen.  Die  analytische  Entstehungsweise  der  letzteren  ist 
aber  nicht  mit  der  hier  betrachteten,  Ar  die  Limitationsbewegung 
gültigen,  übereinstimmend,  und  ich  habe  deswegen  den  Namen  Limi- 
iatiansbetoeffunff  beibehalten. 

Die  Untersuchungen  über  die  Gleichung 


w  (4f  )■-'(») 


haben  in  der  Geschichte  der  Mathematik  eine  eigenthümliche  Ent- 
wickelung  gehabt  Lassen  wir  F  (q)  ein  Polynom  in  q  bezeichnen 
Ton  der  Gradzahl  s,  so  wurde  im  Anfang  vorigen  Jahrhunderts  be- 
wiesen, dassy  wenn  «  »=  4,  ^  eine  sogenannte  elliptische  Function  von  t 
ist,  die  zwei  Perioden  hat,  von  denen  wenigstens  eine  imaginär 
sein  muss.  Ist  aber  «  >  4,  so  muss  q,  als  Function  der  complexen 
Veränderlichen  t  betrachtet,  mehr  als  2  Perioden  haben.  Nun 
wurde  aber  von  Jacobi  in  einer  berühmten  Abhandlung  („De  Func- 
tionibus  duarum  Variabilium,  quadrupliciter  periodicis''  Werke  11) 
bewiesen,  dass,  wenn  eine  Function  3  (oder  mehrere)  Perioden  hat, 
entweder  diese  Perioden  sich  aus  zwei  Perioden  zusammensetzen 
können,  oder  die  Function  so  beschaffen  sein  muss,  dass  sie 
bei  einem  unendlich  kleinen  Zuwachs  des  Argumentes  unveränder- 
lich ist  Jaoobi  zog  hieraus  a.  a.  0.  den  Schluss,  dass,  wenn  F{q) 
von  höherem  als  dem  vierten  Grade  ist,  q  nicht  analytisch/als  eine 
Function  von  t  betrachtet  werden  kann. 
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Der  FehlschlusSy  wenn  ich  ihn  so  nennen  darf,  beruht  daraoi^ 
dass  Jagobi  in  seinem  Beweis  angenommen  hat^  dass  q  in  der 
ganzen  imaginären  Ebene  unbeschränkt  vei^nderlich  ist  Be- 
schränkt man  aber,  wie  Weibbstbass  es  in  seiner  oben  citirten 
Abhandlung  gethan  hat,  q  auf  nur  reelle  Werthe,  so  lässt  sich, 
wie  wir  schon  gesehen  haben,  q  als  eine  wohl  definirte  Function 
der  ebenfalls  reellen  Veränderlichen  t  betrachten.  Man  kann  sogar 
auf  diesem  Wege  weiter  gehen  \  indem  man  statt  nur  zwei  Wurzeln 
von  der  Gleichung 

F(q)  =  0 

vier  —  sie  seien  a^,  a^  a,,  a^  —  abtrennt  und  eine  Hilfsgrösse  tr, 
durch  die  folgende  Gleichung  definirt,  einführt: 

was  von  Nutzen  sein  kann^  wenn  in  einem  mechanischen  Probleme 
beim  Anfang  der  Bewegung  q  unter  Umständen  zwischen  verschiedenen 
Wurzelpaaren  a^  und  aj  liegen  kann. 

BeiBpiel.     Das  einfache  Pendel, 

Wird  die  verticale  Coordinate  des  Pendels,  von  dem  Aufhftngepunkte 
nach  dem  Nadir  gerechnet,  mit  x  bezeichnet,  und  die  Länge  des  Pendels  mit  2, 
die  Acceleration  der  Schwerkraft  mit  g,  so  ist 

Idx 

-  =  dt, 


1/2  ^  (./•-*')(*- *o') 

WO  Xq  eine  Integrationsconstante  bezeichnet. 

Aus  den  obigen  Auseinandersetzungen  folgt  nun  unmittelbar,  wenn: 

1)  -  l  <  Xfi  <  l,  tritt  Libration  zwischen  den  Grenzen  x,'  und  +  /  ein; 
wenn 

2)  %o  <  —  /,  tritt  lAbration  zwischen  den  Grenzen  —  /  und  +  l  ein,  d.  h. 
da«)  Pendel  bewegt  sich  immer  in  derselben  Richtung;  wenn 

3)  »0  ="~  ^  I  tritt  Limitation  ein,  und  das  Pendel  nähert  sich  mit  wach- 
sender Zeit  beliebig  nahe  dem  obersten  Punkte,  ohne  ihn  in  endlicher  Zeit 
zu  erreichen;  wenn 


'  Vgl.  eine  Abhandlung  von  Dillner  in  den  M6m.  de  la  Soci6t^  des  Sc 
phys.  et  math.  de  Bordeaux,  t.  V. 
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^)  ^  *■  +  '  t  bleibt  du  Pendel  im  tmtenten  Punkt  unbeweglich. 

Für  die  Periode  2  7  der  Bewegung  im  Falle  1)  und  S)  ergeben  sich  nach 
(16*)  die  Wertfae 

Idx 


2T^% 


■/i 


und 


H 
+  1 

r [dx^ 


-i 


§  3.    Bedingt  periodische  Bewegungen. 

Ich  gehe  nun  zu  dem  allgemeinen  Fall  über,  dass  die  Be- 
wegang  n  Freiheitsgrade  besitzt  Es  sei  also  ein  canonisches  System 
Ton  Differentialgleichnngen 


(1) 


dt    ^       dpt 

(i=  1,  2,  ...,  n) 

dt  dqi 


YOi^elegt^  nnd  wir  nehmen  an,  dass  die  entsprechende  Hamilton- 
JACOBfsche  partielle  Differentialgleichung  sich  durch  Separation 
der  Yariabeln  integriren  Iftsst^  so  dass  nach  §  1  (19)  und  (19*) 
?i »  -  -  - '  9h  d^^^^^  folgende  Differentialgleichnngen  gegeben  sind. 


(2) 


'  +  ^>-J.?iy2^Ü^T 


<Piii9d^9i 


2«!  (PiAqi)  +  .-.  +  ^an<Pin(q{) 


^-2,  3,  ...,  n) 

Die  Veränderungen  von  jj ,  . . . ,  q^  sollen  untersucht  werden 
unter  der  Voraussetzung,  dass  sie,  nach  der  im  Torigen  Para- 
graphen gegebenen  Definition,  mechanische  Grössen  darstellen. 

Cbab&o»,  Meduodk  des  Himmelt.  I.  '^ 
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Für  71  =  2  sind  diese  Gleichungen  zuerst  von  Staude  unter- 
sucht worden  (MatL  Annalen  1887),  der  auch  den  ausserordentlich 
fruchtbaren  Begriff  „bedinfft  periodische  Bewegungen^^j  von  welchem 
unten  gesprochen  wird,  eingeführt  hat  Für  n  >  2  sind  Staube's 
Untersuchungen  von  Stäcesl  a.  a.  0.  weiter  geführt  worden,  der 
auch  eine  besonders  wichtige  Eigenschaft  dieser  Bewegungen  dar- 
gethan  hat  (Math.  Annalen  Bd.  54). 

Setzt  man 


(3*) 


*i(?i)  =  2t//,(y^  +  2 or,  9,1  {?,)  +  ...  +  2a,y,,{j^, 


80  lauten  die  Gleichungen  (2)  und  (2*)  nach  ihrer  Differentiation 


(3) 


y<p.(9.) 


9>fii  (<li)dq^ 


V^n{qn) 
<Pn9iqn)dg, 


yj  s—    ; 1-   .  .  .   -^ . 


Beim   Anfang   der   Bewegung   mögen   gi,  -",  q^  die   Werthe 
9i^9  ...,  qj^  haben.    Man  betrachte  nun  die  Gleichungen: 


4) 


*i{(7i)  =  0         (f=.l,  2,  ...,  71). 


Es  seien  a^  und  ^^  zwei  Werthe  von  q.,  fÄr  welche  (4)  erfüllt 
ist,  und  so  beschaffen,  dass  a^  <  j^.^  <  b..  Diese  Wurzeln  mögen 
noch  so  beschaffen  sein,  dass  zwischen  denselben  keine  andere  Wurzel 
der  Gleichung  (P^  =  0  liegt  Die. Ordnungszahlen  der  Wurzeln  seien 
m,  und  Tl..     Wir  setzen  nun: 


(5) 


dqi 


to  -  a<)     (^  -  Qi) 


2 


=^  ß.dw.     (i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) . 


Indem  wir  die  Bezeichnungen 
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(«)  «>,  {9.)  -  (?i  -  «*) "'  (»••  -?*)"'  ^,  (?*)     («•  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) 

and 

(7) 


einfthren,  so  bekommen  wir  also  nan  statt  (3)  die  Gleichungen 


(8) 


0  =  ^1,  (9»)  ß,dtD,+...+F^  (yj  ß„dw„, 


Nach  §  1  wissen  wir,  dass  die  Determinante 

^  =  I  9ii  1        (»'J  =  1.2,...,n) 

Ton  Null  verschieden   ist.    Es   muss   dann   auch  dasselbe  mit  der 
Determinante 


(9) 


■»  =1-^0-1        («,J=l,2,...,n) 


der  Fall   sein.    Es  besteht  in  der  That  nach  (7)  zwischen  diesen 
beiden  Determinanten  die  Relation 


(10) 


s  = 


vVi  •  Vi  •  •  •  V. 


Differentürt  man  diese  Gleichung  nach  op. .  und  betrachtet  dabei 
%f  '"fV^n  ^^  Constanten,  so  erhält  man 


1    dE 


1     dJ 


E  d  <pij         A   d  <pij 


Nun  ist  aber  nach  (7) 


dE       BE 


d<pij       öFij    Y^^) 


und  es  ist  also 
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1    dE       ^rr-r-^  l    dJ 


Im  Besonderen  ist  für  j  =  1 

(11)  i^  =  V»il;^- 

Im  ersten  Paragraphen  haben  wir  aber  bewiesen,  dass 

und  es  können  somit  auch  nicht  die  Determinanten 

TfT,       ('=1^2,  ...,n) 

identisch  gleich  Null  sein. 

Wir  nehmen  an,  dass  diese  Determinanten  für  keinen  Werth 
von  y^  (t  ==  1 ,  2 ,  .  . . ,  n)  zwischen  a.  und  ä.  (i  =  1 ,  2 ,  . .  . ,  n)  Null 
oder  unendlich  werden. 

Nachdem  wir  diese  Bemerkungen  über  die  Determinante  E  und 
ihre  Unterdeterminanten  erster  Ordnung  Torausgesandt  haben,  losen 
wir  nun  das  System  (8)  nach  dto^ , . . .^  dw^  auf,  was  geschehen  kann, 
da  wir  nunmehr  wissen,  dass  die  Determinante  E  von  Null  rer- 
schieden  ist 

Nach  I  §  1  (9)  ist  also 

^  ^  E   "     dE  dE    ' 


dF,,  dF, 


Kl 


Wenn  man  nun  das  Zeichen  der  Coefficienten  ß^,  . .  . ,  ß^  ge- 
hörig wählte  so  folgt  also,  dass  indem  t  von  —  oo  his  +00  wächst 
(durch  reelle  Werthe),  auch  w^, ,.,,  w^  immer  wachsen  müssen. 

Hieraus  folgt  nun  aber  zweitens  nach  (5),  den  Untersuchungen 

im  vorigen  Paragraphen  gemäss,  dass  q^  immer  zwischen  den  Grenzen 

a.  und  b^  bleiben  muss. 

Die  Functionen 

1    dE 
E  BFn 
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mflflsen  nun  immer  eine  obere  imd  eine  untere  Grenze  haben  und 
aus  (12)  folgt  dann  zuletzt,  dass  to.  mit  t  über  alle  Grenzen  wach- 
sen mu88. 

Die  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (2*)  definirten  Bewegungen 
sind  also  insofern  den  im  Torigen  Paragraphen  untersuchten  Be- 
wegongen  analog,  dass  ?i  >  •  •  m  9«  entweder  eine  LibraHans-  oder  eine 
X»ttitatK»ubewegung  haben  müssen.  Nichts  hindert,  dass  einige  Ton 
den  Grössen  q.  eine  Lömitationsbewegung  haben,  die  übrigen  eine 
Librationsbewegung. 

Wenn 

"».  =  »."  1       («"  l*2,...,n), 

80  tritt  libraticn  bei  allen  Veränderlichen  ein,  und  da  dieser 
Fall  von  besonderem  Interesse  ist,  so  werden  wir  ihn  besonders 
weiter  yerfolgen. 

Die  Gleichung  (5)  lautet  nun 

(13)  -==d%==^ß,dw,      (i-l,2,...,n), 

und  giebt 

(14)  q,  =  ö<cos*y /J^Wi  +  b.sm^^ß.w.. 

Diese  Werthe  von  q^  setzen  wir  in  (8)  ein.    Wenn  wir  uns  der 
Bezeichnung 

(15)  Ö,^Si=//;.{y^/?,rfir, 

bedienen,  so  bekonunen  wir  dnrch  Integration  von  (8)  das  System 


(l«) 


( 


A-<?i.K)  +  --  +  e.>.). 


wo  ifj , . . . ,  ^,  die  Integrationsconstanten  sind. 
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Lassen  wir  in  diesen  Gleichungen  tc^  um  2  ^  wachsen^  so  folgt, 
i  wir  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  sämmtliche 


wenn 


(17)  /?i=±l       («  =  l,2,...,7i), 


(18) 


A^  +  2(013  =  Gi,(iOi  +  2n)+  G^^{w^)  +  ...  +  G^{w^ 


^n  +  2(o,„  =  G^^{w,  +2n)+  G,^{fü,)  +  ...  +  G^(wJ, 
und  hier  ist 

2o>i,.  =  Gi,K  +2«)  -  G!,  .(IC,)  ^fF^.(qi)dw,. 


W, 


Da  ^1  eine  periodische  Function  Yon  to^  ist,  «o  ist  also  w^  .  eine 
Constante^  und  wir  haben 


2n 


0 

oder  auch 


2  ö>,  .  =  Jf,.  (q,)  dw,^  2fF,  .  (g,)  d  w. 


®i 


'      J  ytei-ai)(^-gi)^i(9i) 


Aehnliche  Formeln  erhält  man,  wenn  w^ ,  w^  u.  s.  w.  um  2  sc 
yermehrt  werden. 

Wir  sind  also  zu  dem  Resultat  gelangt,  dass,  wenn  to.  (i  =  1^ 
2,  .  . . ,  n)  um  2  n  yermehrt  wird,  die  Integrationsconstanten  A^ , 
A^,  . . . ,  A^  um  constante  Grössen  cö-i ,  0,2 ,  . . . ,  (o^^  wachsen.  Um- 
gekehrt können  wir  auch  behaupten,  dass,  wenn  man  to^,  t«?,, ...,  w^ 
als  Functionen  der  Integrationsconstanten  A^y  A^,  . , .,  A^  be- 
trachtet, diese  Functionen  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass, 
wenn  A^,  A^, ...,  A^  bezw,  um  cö-i ,  (o^^y  . . . ,  w^^  vermehrt  werden, 

^\i  *^a>  •••j  '*'^i-\f  *^t  +  i>  •••»  *^n  ^iivörändert  bleiben,   wogegen  to. 
um  2%  vermehrt  wird. 

Die  Grössen  tr^  . . .,  w^  sind  in  der  That  eindeutige  Functionen 
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der  IntegrationsconBtanten  A^,  . . . ,  Ä^.  Um  dies  zu  beweisen 
differentüren  wir  die  Oleichungen  (16);  indem  Ä^^  . . .,  A^  als  Ver- 
änderliche betrachtet  werden.  Nimmt  man  auf  (15)  Rücksicht^  so 
bekommt  man  dann: 

(dA^  =  i^i  rftTj  +  ..  .  +  F^^  dw^j 
^,,j  dA^^F,,dw,  +  ...+F^,dw^, 

welche  Gleichungen,  nach  dw^,  . . .,  dw^  aufgelöst»  geben 


(18**) 


^''"'1=  d7^'^^i  +  •••  +  öjT/^"' 


^'^'^n^-efr^^A+  •••  +  ö>-^^«' 


Da  nun  die  Functionaldeterminante  E  für  keinen  Werth  von  q.j 
der  innerhalb  des  zulässigen  Bereiches  fttr  diese  Grössen  liegt,  ver- 
schwindet,  so  gehört  o£Fenbar  zu  einem  beliebigen  System  von  Werthen 
dA^,  . .  .,  dA^  ein  einziges,  bestimmtes  System  Ton  Werthen  f&r 
die  Differentiale  dw^,  . . .,  dw^.  Wenn  also  die  Integrationscon- 
stanten  A^^,  .  . ,,  A^  eine  beliebige  continuirliche  Beihe  von  endlichen 
Werthen  durchlaufen,  so  nehmen  to^,  . . .,  to^  auch  eine  völlig  be- 
stimmte continuirliche  Reihe  von  Werthen  an. 


.  •  •  <  tD. 


>  "'n» 


Die  Grössen  ?|  > .  •  ^  7«  ^^^  eindeutige  Functionen  von  w^ 
also  auch  von  A^,  . . .,  A^.    Setzen  wir  nun 

(         ^1  =  /i  ('  +  A>  ^8>  •  •  •»  ^J> 
(19*)  

'  9n=^fn^^+  ^l^    ^J>    •••'    ^J* 


80  haben  also  die  Functionen  /)  nach  dem  Obigen,  folgende  Eiigen- 
schaften.     Es  ist 
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fi{t+Ä^  +2«,,,,  ^  +  2«!,,  ...,  J,  +  2«i,)  = 
f,(t  +  J^  +  2  <a„  ,  ^,  +  2w„,  ....  ^,  +  2(»„)  = 

fi{t  +  -Ol,  Ä^,  . . .,  4j, 

/;(/  +  A,  +2to,„  A,  +  2o,,„  . .  .,  ^.  +  2a>„)  = 

(t  =  1 1  2  y  .  .  . ,  n) . 


Diese  Functionen  sind  somit^  nach  einer  von  Weebbstbasb  an- 
gewandten Bezeichnung  I  n-periodüche  Functionen  der  n  Veränder- 
lichen ^  +  ^j,  A^f  .  .  .,  Ä^, 

Die  Perioden  w^.  sind  durch  folgende  Formel  gegeben 

6. 


(20) 


o=/^o(?^^«'.=/ 


CO,.  = 


<Pij(9ddqi 


l/fe-a,)(6,-(?,)¥^,(7.)    ' 


Für  <  +  ^j,  ^j,  . . .,  Jj^  fuhren  wir  n  neue,  folgendermaassen 
definirte^  Veränderliche  u^,  . . .,  ti^  ein. 


(21) 


^^n  =  «1»«1  +  ««n«l  +   •  •  •   +  ««««, 


n' 


wo  wir  annehmen,  dass  die  Determinante 


(22) 


fl  =  |ö).J(t,j  =  1,2,  .  ..,  n) 


Ton  Null  verschieden  ist 

Aus   den   Relationen  (21)   folgt   nun   unmittelbar,   dass,    wenn 
tt^(i  Ä  1,  2,  . .  .,  n)  um  2;r  vermehrt  wird, 


^  Vgl.  Weibbstrass:  „Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Functionen 
mehrerer  Veränderlichen  sich  beziehende  Sätze^^ 
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t+A^    um    2fo.^f 
Aj      ^      2  a}^^ , 


Ä     um    2(0.  , 

n  in» 


anwachsen  wird.  Umgekehrt  können  wir  behaupten  —  da  die  Rela- 
tionen (21)  linear  sind  und  die  Determinante  Si  Ton  Null  yerschieden 
ist  —  dass,  indem  ^+-^19  ^%9  •  •  •»  ^^  bezw,  um  2ro.|,  ^^^^  •  •  •> 
2a^.^  wachsen,  gleichzeitig  u,.  um  2»  vermehrt  wird,  während 
«i>  •  •  «j  ««-i>  ^,+i>  •  •  •;  «*n  unverändert  bleiben. 

Mach  (19)  folgt  nun,  dass  /)(t »  1,  2,  . . .,  n)  periodische  Func- 
tionen von  ttj(is  1,  2,  . . .,  n)  sind  mit  der  Periode  2n. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  ^.  diejenigen  Functionen,  in  welche  die 
/j  übergehen,  wenn  die  Veränderlichen  ti^ ,  .  •  . ,  u^  statt  t  +  A^, 
A^,  . . .,  A^  eingeführt  werden,  so  hat  man 

^iK  +  2w,  ii„  . .  .,  ttj  =  5'i(«i>  ««»•••*  «J» 


^iK»  «j^  •  •  •»  «n  +  2 »)  «  y<(Vi,  tt,,  . . .,  ttj, 

(i«  1,  2,  ..  .,  n) 
nnd  allgemein 

^,(ii^  +  2 »«1 31,  11,  +  2  m,  !T,  . . .,  tt„  +  2 m„  w)  = 

(23)      ]     =yiK»  ««2»  ••  •>  «J^ 

(t=  1,  2,  ..  .,  n), 

wo  fii^,  ffi^y  . . .,  m^  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 

Functionen  dieser  Art  lassen  sich  aber  (Weebbstrass  a.  a.  0.) 
dnrch  eine  generalisirte  FouBiEB'sche  Reihe  mit  n  Veränderlichen 
ausdrücken: 
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«) 


(24) 


ffi  "  ^^»'11  »^1   •f  i',  * 


^»'i «1  +  »'t «1  +  • . .  +  %  ••  j F-i^ , 


(l/j,  |/,,  .  .  .,  V„  =  —  00,  . .  .,    +  CX)), 


wo  die  CoefGcienten  durch  die  Formel 


(24*) 


n  /o(») 


ji"C 


"if  n 


»     •   •   •! 


J7 


==J. .  .J^.(t«i,  u,, ...,  ttje-^'«"^-^*^  «•  +  ••  +  •'"  •*-)l^rf«idii,...rftt. 


gegeben  sind. 

Die  numerischen  Werthe  dieser  Integrale  lassen  sich  immer 
berechnen,  und  in  Bezug  hierauf  gelten  —  mutatis  mutandis  —  die- 
selben Bemerkungen,  die  oben  in  §  2  für  eine  Veränderliche  ge- 
macht wurden. 

Die  Coordinaten  ^^(1=  1,  2,  . .  .,  n)  sind  also  in  diesem  Falle 
(m^  SS  n^  =  1)  n-periodische  Functionen  der  71  Veränderlichen  u^,  Mj,  . . .,  te^. 
Es  kann  sich  auch  ereignen,  dass  sie  periodische  Functionen  der 
Zeit  werden.    Im  Allgemeinen  ist  aber  dem  nicht  so. 

Nach  (21)  sind  ti^,  u^,  . . .,  u^  lineare  Functionen  der  Zeit 
Löst  man  diese  Gleichung  auf,  bekommt  man 


ß  «1  =  ^ä —  ^(ß  +  A)  +  ^ —  nA^  +  ...  +  -= n  A. 


bSl 


di2 


bSl 


(25)      I    ^"2  =  ^d^^(^+^i)  +  T^^^«  +  ---+d^^^«' 
ß w„  =  "ä 71  (^  +  ^,)  +  "ä !;r  A  +  .  .  .  +  -^ TT  ^„. 


Wird  nun  ^  um  2  y  vermehrt,  so  vermehrt  sich  gleichzeitig 


ttj    um 


«S      " 


1     bSi 


1      g^ 


2^?, 


.2wr, 


1     d.ß 


**«    "    :??  d(ü«i 


.2!;i7'. 
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Wenn  die  Bewegung  m  der  Zeit  periodisch  sein  soll  mit  der 
Periode  2T,  so  müssen  die  obigen  Zuschüsse  zu  «i^  u^,  .  . .,  ^n 
ganze  VielÜGMshe  Ton  2n  sein;  es  müssen  also  dann  die  folgenden 
Relationen  stattfinden,  in  welchen  m^,  m^,  . . .,  m^  ganze  Zahlen 
bezeichnen, 

1     di2         m. 


Si 

d^n 

T 

•         •         • 

1   dSi 

• 

• 

Werden  nun  diese  Gleichungen  mit  bezw.  ca^^,  eo^^j  . . .,  (o^ 
multiplicirt,  und  ebenso  mit  o^,,  (o^^^  .  . .,  6>^,  u.  s.  w.,  und  die  so 
erhaltenen  Gleichungen  addirt,  so  geht  hieraus  folgendes  System 
von  Gleichungen  hervor : 


(26) 


0  =  tili  o)„  +  iHj  fl)„  +  ...  +  m^cö^j, 


Damit  die  Bewegung  periodisch  in  t  werde,  müssen  also  die 
obigen  Relationen  zwischen  den  Perioden  co. .  stattfinden.  Die  Periode 
(in  /)  ist  dann  durch  die  erste  von  diesen  Formeln  gegeben. 

Weil  die  Goordinaten  ^.  also  unter  Umständen  periodische 
Functionen  von  t  werden  können,  so  hat  Staude  fbr  diese  Be- 
wegungen den  Namen  bedingt  periodische  Bewegungen  eingeführt 

Da  die  Determinante  Q  nicht  yerschvrindet,  so  gehört  nach  (26) 
ZQ  jedem  Werth  von  2  T  ein  einziges  System  yon  Werthen  der  Grössen 
m^  m^y  .  .  .^  m^.  Sind  die  so  bestimmten  Grössen  ganze  Zahlen, 
so  ist  die  Bewegung  periodisch  mit  der  Periode  2  T, 

In  Bezug  auf  die  bedingt  periodischen  Bewegungen  hat  Stäckel 
einen  interessanten  und  wichtigen  Satz  bewiesen,  den  ich  jetzt  aus- 
einandersetzen will. 


108 


Ueber  die  JHfferenHalgleiokimgen  in  der  Meehanik, 


Ich  bemerke  znerst,  dass  einer  unendlich  kleinen  Aenderung 
der  Zahlen  A^,  ,..,  Ä^  nach  (18**)  eine  unendlich  kleine  Aende- 
rung Yon  w^^  ,  .  .,  10^  und  demnach  auch  eine  unendlich  kleine  Aende- 
rung von  jj ,  .  .  . ,  q^  entspricht 

Wir  haben  nun 

9i  =  fii^  +  A^  A^  •  •  M  ^ft)»     (*  =  1>  2,  .  .  .,  n), 

.    und  diese  Functionen  sind  nach  (19)  von  der  Beschaffenheit ,  dass 


(27) 


n  n 


n 


<  +  22 W»a Ö>«„)  =  fi{t  +  A^,    J„    .  .  .,    ÄJ. 


Nun  kann  man  aber^  beweisen,  dass  man  immer  unendlich  viele 
Systeme  ganzer  Zahlen  m^,  .  . .,  m^  von  der  Beschaffenheit  finden 
kann,  dass  jeder  der  n  ~  1  Ausdrücke 


a=. 


2TO«ö)a^.,     {j^  2,3,  ...,  n) 


kleiner  als  jede   beliebige  Grösse  a  ist,   wie  klein  a  auch  gewählt 
wird.     Es  seien  also  die  Zahlen  ma  so  gewählt,  dass 


asJ 


2  JWa  (Oaj  =  6^,         {j  =  2,  3,    .  .  .,    Il), 


WO  I  €. I  <  6.    Dann  hat  man  also  nach  (27) 


f{t  +  ^1  +  22*»a  «ö«i,    ^3  +  S»    •  •  •>    -^„  +  O 

=  /  (^  +  A^,  A^,  . .  .,  ^^. 


^  Vgl.  Jaoobi  a.  a.  O.  ;  Kboneckkb,  Sitzangsberichte  der  Berliner 


1884. 
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Setzt  man  hier 
wo  t^  einen  beliebigen  ff^ert/t  der  Zeit  bezeichnet,  so  wird  hieraus 

Nun  habe  ich  aber  eben  gezeigt,  dass,  wegen  der  Stetigkeit 
der  Functionen  f,  diese  bei  einer  unendlich  kleinen  Aenderung  der 
Integrationsconstanten  J^,  J^,  . . . ,  A^  eine  ebenfaUs  unendlich 
kleine  Aenderung  erleiden.    Es  ist  also 

unendlich  wenig  Ton  f{t^  +  ^  ,  A^j  . . . »  AJ  verschieden,  und  dem- 
nach folgt  aus  der  letzten  Gleichung  auch,  dass  die  Functionen 


/*(/,  +  Ä^,  A^,  . . . ,  A^ 
and 

f{t,^P+A,,  A,,  ...,  A^) 


sich  beliebig  wenig  von  einander  unterscheiden. 

Anders   ausgedrückt  bedeutet  dies,   dass   die  Coordinaten  q^, 

9i>  *••«   9n    ^^^  ^^^  ^1    ^^^  ^^^  ^^^^  h^^  beliebig  wenig  von 
einander  yerschieden  sind. 

Wenn  also  zur  Zeit  t^  die  Coordinaten  die  Werthe  y/^\  . . . ,  y^(^> 
besitzen,  so  giebt  es  immer  einen  anderen  Werth  f ür  ^  —  und  sogar, 
weil  die  Zahlen  m«  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  ge- 
wählt werden  können,  unendlich  viele  andere  Werthe  für  t  — ,  für 
welchen  die  Bahncurve  beliebig  nahe  an  den  Punkt  q^^^^,  ...,  qj^> 
iierankonunt. 

Man  kann  mit  Stäcksl  weiter  gehen  und  beweisen,  dass  man 
ü&mer  solche  Werthe  fär  die  Zeit  finden  kann,  fttr  welche  die  Bahn- 
cvr?e  beliebig  nahe  an  irgend  einen  Punkt  herankommt,  der  überhaupt 
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innerhalb   des   zolässigen  Gebietes  für  die  Coordinaten  q^,  . . . ,  g^ 
liegt    Dieses  Gebiet  B  ist  nach  dem  Obigen  so  bestimmt,  dass 

^i^9i£^i      (^'=  1>  2,  ...,  n). 

Ist  jetzt  q^^,  q^^,  ...,  qj^  irgend  eine  Stelle  des  Bereiches  jB, 
so  gehört  dazu  nach  (16)  ein  bestimmtes  System  von  Werthen  f&r 
t  +  A^,  A^,  ...,  A^,  welche  Werthe  wir  mit  -Bj ,  B^,  ...,  B^  be- 
zeichnen wollen. 

Die  Function 

Q,  =  /i(Aj  A>  •••»  ^n) 

stellt  nun  nicht  nothwendiger  Weise  einen  Werth  von  q.  dar.     Wir 
wollen  aber  beweisen,  dass  man  in  dem  Ausdruck  für  q. 

9i  ~  /i  (^  +  ^1  »  Ai>  •  •  • »  ^n) 

immer   einen   solchen   Werth   für   t  finden   kann,    für   welchen    Q. 
(f  =  1 ,  2 , . . . ,  7i)  sich  beliebig  wenig  von  q^  unterscheidet 

£&  gilt  in  der  That  die  Relation  (27).  Nun  folgt  aber  aus 
dem  oben  citirten  Satze  von  Jaoobi  und  Ebokeceeb,  dass  man 
immer,  sobald  die  Perioden  a^.  von  einander  unabhängig  sind,   die 

■r 

Zahlen  m^,  m^,  . . . ,  m^  so  bestimmen  kann,  dass 

n 

^.  +   2  2  TWa  Cöa;  (l  =  2  ,    3  ,    .  .  .  ,    w) 

a  =  l 

sich  beliebig  wenig  von  B.  unterscheiden.    Setzen  wir  dann 

n 
^  =  Äj  -  ^1  -   2  2  Wa  a>ai  , 

o  =  l 

SO  ist  somit  der  Satz  bewiesen. 

Dieser  Satz  wird  mengentheoretisch  so  ausgedrückt,   dass   die 
Bahncurve  den  ganzen  Bereich  B  überall  dicht  erfüllt» 

Die  obigen  Auseinandersetzungen  erleiden  nur  dann  eine  Aus- 
nahme, wenn  Belationen  von  der  Form  (26)  zwischen  den  Perioden 
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a..  bestehen.  Die  Bewegung  wird  dann,  wie  schon  bewiesen  ist, 
periadisc/u 

Die  FerAeäung  der  periodischen  und  nicht  ^periodischen  Bahnen 
ist  eine  Frage  Ton  der  grössten  Bedeutung  für  diese  Bewegungen. 
Die  StabiHtätsfroffe  steht  in  der  That  in  einer  gewissen  Verbindung 
mit  der  Art  dieser  Yertheilung.  Ich  werde  in  einem  folgenden 
Paragraphen  Gelegenheit  haben,  auf  diese  Frage  zurftckzukonmien. 

Es  ist  in  der  obigen  Auseinandersetzung  angenommen,  dass 
die  Functionen  ^i{q^  in  Formel  (4)  wirklich  zwei  Wurzeln  a^  und  b^ 
besitzen,  zwischen  denen  die  Veränderliche  q^  beim  Anfang  der  Be- 
wegung hegt  und  dann  auch  immer  yerbleiben  muss.  Es  kann  auch 
Torkommen,  dass  dem  nicht  so  ist,  sondern  dass  eine  oder  mehrere 
Ton  diesen  Functionen  für  keinen  reellen  Werth  von  q.  verschwinden. 
Die  Behandlung  dieses  Falles  ist  indessen  der  obigen  Behandlung 
analog.  Erstens  folgt  nämlich  dann,  dass  das  entsprechende  q  mit 
der  Zeit  stetig  wächst  (oder  stetig  abnimmt).  Die  Veränderliche  q 
hat  dann  dieselbe  Eigenschaft  wie  früher  die  entsprechende  Hilfs- 
grösse  «7.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  der  Coefficient 
TOD  dq  periodisch  ist  Wenn  nämlich  das  vorliegende  System  das 
folgende  ist 


(28) 


"       J    V~^\(qJ       '"       J     V^nlqn) 


und  die  Coefficienten  von,  beispielsweise,  dq^  die  Eigenschaft  haben, 
f&r  keinen  Werth  von  q^  zu  verschwinden  oder  unendlich  zu  werden 
und  ausserdem  periodisch  sind  mit  der  Periode  2n,  so  folgt, 
dass,  indem  q^  um  2  n  anwächst,  Ä^j  . . . ,  A^  um  constante  Grössen 
«Ojj,  ...,  Q>^^  anwachsen  werden.  Die  Grösse  q^  hat  dann  hier  die- 
selbe Eigenschaft  wie  w^  in  den  Gleichungen  (16). 
Ist 

^>'(^>^        (i  =  l,  2,  ...,  n) 


V<^i(qx) 

eine  Constante,  dann  ist  die  Periode  willkürlich. 
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E2s  kommt  in  der  Mechanik  öfters  vor,  dass  die  gegenseitige 
Lage  der  beweglichen  Körper  unverändert  bleibt,  wenn  eine  oder 
mehrere  Grössen  q.  (sogenannte  Winkelgrössen)  um  Vielfaches  von 
2  n  vermehrt  werden.   Man  führt  dann  statt  diesen  g.  die  Hilfsgrossen 

sin  q^  =  x^ 

ein^   und  die  Discussion  wird  dann  mit  der  oben  gegebenen  voll- 
ständig analog. 

Beispiel.    Das  conisehe  PsndeL 

Nimmt  man  die  ^Achee  vertical,  bezeichnet  mit  6  den  Winkel,  den  die 
Projection  des  Pendels  auf  die  X  y-£bene  mit  einer  festen  Linie  macht,  mit  x 
die  J?-Coordinate,  mit  /die  Länge  des  Pendels,  mit  g  die  Acceleration  der 
Schwerkraft  und  endlich  mit  c  und  o'  zwei  Integrationsconstanten,  dann  sind 
die  Verftndemngen  von  x  und  6  durch  folgende  Formeln  gegeben  (vgl.  z.  B. 
Desfetbous:  Cours  de  M^canique,  II.  S.  70) 


(29) 


dt=  ^^"^ 


]/(2  5f*  +  c')(/«-*«)-c« 

cldx 


0  =  rfö  + 


(/«  -  x*)y(29x  +  c')(^  -  **)  -  c» 


und    aus   dieser    Form    der   Differentialgleichungen   können    wir   unmittelbar 
schliessen,  dass  es  sich  hier  um  eine  bedingt  periodische  Bewegimg  handelt. 

Für  e  s  0  erhält  man  das  gewöhnliche  Pendelproblem  in  der  Ebene. 
Schliessen  wir  diesen  Fall  aus,  so  findet  man  leicht,  dass  die  Gleichung 

(2gx  +  c')(/*  -  **)  -  c"  =  0 

drei  reelle  Wurzeln  hat,  eine  Wurzel  negativ  und  numerisch  grösser  als  l,  die 
beiden  übrigen  numerisch  kleiner  als  /. 

Die  Goordinate  x  muss  also  immer  zwischen  den  beiden  letzten  Waraseln. 
bleiben.  Hieraus  folgt  nun,  dass  /*  —  »'  niemals  Null  werden  kann.  r>ie 
Gradzahl  der  Wurzeln  ist  Eins,  und  wir  können  unmittelbar  die  Formeln 
(18)  u.  f.  anwenden. 

So  oft  X  denselben  Werth  wieder  erhält  und  6  um  ein  Vielfaches  von  2  n 
gleichzeitig  anwächst,  kehrt  das  Pendel  in  dieselbe  Lage  zurück.   Setzen  wir  alao 

(30)  y  «  cos  ö , 
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80  ist  die  Bewegung  periodisch ,  wenn  y  and  %  ihie  orsprOnglichen  Werthe 
wiedererhalten.  In  diesen  Coordinaten  lauten  nun  die  Differentialgleiehiingen 
nach  der  Integration 


(81) 


SetKn  wir 

h(x)  -  (2gx  +  <0(P  -  »•)  -  ö«, 

and  beseiehnen  mit  a  nnd  ß  (a  >  ß)  die  beiden  Wnneln  von  A  (»)  »  0 ,  die 
sumerisch  kleiner  als  /  sind,  nnd  mit  ~  f  die  dritte  Woisel,  so  hat  man  also 
in  den  Formeln  (6)  nnd  den  folgenden  sn  setsen 


J\,  -  1 ;        Ft 


0/ 


F&r  die  Perioden  o<y  erhfilt  man  den  Ansdrack 

fl 
«11  -  0 ;         «11 


-/ 


Vh(x) 

fl 

cldx 

«11  =  -  « ;   «w 


-/.7f 


•)Väw 


and  för  die  Determinante  Sl  erhfilt  man  den  Werth 

i2  aa  ff  Olli  , 

der  also  von  Nnll  verschieden  ist 

Die  yerSnderlichen  u^  nnd  Ug  in  (21)  sind  durch  folgende  Formeln  bestimmt 

10  dau 

«,-^(^  +  ili)-^, 
«ti 

«n 
Ckabubb,  Mt****""^  d«8  Himmeb.  I.  8 
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Die  Coordiaaten  y  und  %  lassen  dch  als  doppeltperiodische  FttnctioneD 
der  beiden  Verfinderlicben  «i  und  u^  darstellen  mit  Hilfe  der  Gleichongea  (24) 
und  (24*),  und  es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  diese  Darstellungen  be^ 
deutende  Vorzflge  besitzen  vor  der  gewöhnlichen  Lösung  dieses  Problems  unter 
Anwendung  von  elliptischen  Functionen. 

Die  Bewegung  wird  nach  (26)  rein  periodisch,  wenn 

« 

und  die  Periode  2  T  wird  dann 

2  7  B  2  m,  6),, . 

In  diesen  Formeln  ist  die  ToUstftndige  Theorie  des  qibirisehen  Pendek 
enthalten. 


DRITTER  ABSCHNITT 

BEWEGUNG  EINES  PUNKTES,  DER  VON  ZWEI 
FESTEN  CENTREN  NACH  DEM  NEWTOFSCHEN  GESETZ 

ATTRAHIRT  WIRD 


8- 


l 


§  i.    Allgemeine  BetracMungen. 

Ich  werde  mich  im  Folgenden  auf  den  Fall  beschränken,  dass 
die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet  Es  yerdient  indessen 
bemerkt  m  werden,  dass  auch  der  allgemeine  Fall  —  in  drei 
Dimensionen  —  in  yoUst&ndig  ähnlicher  Weise  behandelt  werden 
kann. 

Bedient  man  sich  der  eHiptischen  Goordinaten  k  und  pt  in  I  §  7, 
80  wird 

(1)  2T-(A«-M«)[^  +  ^]. 

(2)  U^^^,\(X+X')k-{K-K')^Y 

Wollen  wir  die  Differentialgleichungen  in  canonischer  Form 
schreiben,  so  können  wir  setzen 

?i  =  ^>      ?i«M 
und  bekommen  dann  nach  I  §  8 

_  dT       A«-^«    , 
80  dass 
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Die  canonischen  Differentialgleichungen  werden  nun 

(3) 

\               dq^         dH 
dt   ^  dp,  ' 

dq,        dH 

dPi            dB 
dt   ^       dq^  ' 

dp,             dH 

l             dt  ^  dp,' 

dt    ""       dq,  ' 

wo 

w 

H^ 

y-  U. 

Die  Differentialgleichungen  sind  offenbar  ron  der  Form,  die 
f&r  die  Anwendung  des  Theorems  von  Stäckkl  erforderlich  ist. 
In  der  That,  wenn  man  setzt  (ü  §  1  (10)) 


?^ii  =   ^.1  ■■  ^1  '       Vii 


g^t.^l    '  T-ll  g,«-c« 


> 


SO  dass 


•  -  «• 


>l-        gl  -  g« 


(6) 


so  erhalten  wir  die  obige  Form. 

Führen  wir  die  Bezeichnungen  A  und  ^  (statt  q^  und  q^)  wieder 
ein,  so  bekommt  man  also  nach  11  §  1  (19)  und  (19*)  die  folgenden 
Gleichungen: 

j  V2(A»-c«)((ir+jr)i+ÄX«+a)    J  ]/20u«-(?*)((£:-  £0/*+*^" + «) 
.  j  V2(x«-o*)((i:+iBrox +Ä1*  +  «)    j  V2(/»»-c«)((i[-ir>+v+«^       * ' 

übereinstimmend  mit  I  §  7  (43),    und   die   intermediären  Integrale 
lauten: 


(6») 


(i«-  /*»)|^  =      V2(^»  -  c«)  ((Z  +  Z-)  i  +  A  ^»  +  «), 
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Die  charakteristische  Fnnction  U  üft  von  t  onabh&Dgig  und 
man  hat  somit  hier  das  Integral 


H~h 


oder 


(«) 


Ans  diesen  Gleichungen  findet  man,  dass  die  Ghrössen  X  and  f* 
im  Allgemeinen  doppeltperiodische  Functionen  von  t  +  ß^^  und  ß^ 
lind.  FOr  die  Perioden  a>. .  erhält  man  nach  11  §  S  (20)  die  folgen- 
den Werthe 


(7) 


>. 


0) 


u 


(O 


11 


/ 

/ 


0), 


11 


-/ 


wo  rar  AbkOrzimg  gesetzt  ist 


(8) 


{ 


Ä(A)«  2(i«-  c«)((i:  +  zo*  +  Ai*  +  «). 
5(^)  «  2(;*»  -  c«)((Ä'  -  JS:>  +  A|iÄ»+  a) , 


und  a^j  b^  und  o,,  b^  bez.  zwei  Wurzeln  der  Gleichungen  B{1)»0 
und  5  (^)  s  0  bezeichnen. 

Man  findet,  dass  die  Determinanten  J  und  i2  in  U  §  3  von  Null 
▼erschieden  sind,  so  oft  nicht  1 »  fi,  in  welchem  Fall  ein  Zusammen- 
stoBs  stattfindet 

FtQirt  man  die  Hilfsgrössen  u^  und  tc,  nach  II  §  3  (21)  ein, 
80  hat  man 


oder 


«('  + A)  =  ö>ii«i  +  <öii«i» 


Bewegung 


und  A  und  fA  werden  nun  doppeltperiodische  Functionen  von  «, 
und  ac,  mit  der  Periode  2  91,  die  sich  in  FoxTBiBB'Bche  Reihen  nach 
den  Vielfachen  von  ti^  und  ti,  entwickeln  lassen. 

Die  Bewegung  ist  in  der  Zeü  periodisch ,  so  oft  «o^i  ^^^  ^s« 
mit  einander  commetisurabel  sind,  so  dass 

(10)  0  =  mj  (»1,  +  »I,  a>i, , 

wo  fiij  und  m,  ganze  Zahlen  bezeichnen ,  und  für  die  Periode  2  T 
erhält  man  den  Werth 

(10*)  2y=  2?i4a>ij  +  2m,cö,j. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichungen  R(X)^Q  oder  iS(/i)  »  0 
mcA^  einfache  Wurzeln  sind,  so  treten  Limitation^bewegungen  auf. 

Ausser  diesen  Fällen  können  bei  yerschiedenen  Werthen  von 
h  und  a  nur  zwei  Fälle  vorkommen,  nämlich  1)  dass  A  oder  fi 
einen  eonstanten  Werth  erhalten,  oder  2)  dass  jede  Bewegung  un- 
möglich ist 

In  Bezug  auf  die  Grössen  A  und  ^  erinnere  ich  an  ihre  Defi- 
nition 

2A  =  r  +  r', 

2^  =  r-r', 

aus  welcher  folgt,  dass  die  folgenden  Ungleichheiten  immer  erfüllt 
sein  müssen 

(11)  A^c^^^  — c. 

Ich  erinnere  weiter  daran,  dass  A  die  halbe  grosse  Achse  einer 
Ellipse  bedeutet,  deren  Foci  in  den  zwei  festen  Centren  liegen  und 
welche  durch  den  beweglichen  Punkt  geht  Die  Grösse  f*  bezeich- 
net die  entsprechende  Bestimmungsgrösse  einer  Hyperbel.  2  c  ist 
der  Abstand  zwischen  den  beiden  Foci. 
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Wenn  1 »  c,  so  bedeutet  das,  dass  die  Foci  mit  dem  Endpunkt 
der  grösseren  Achse  der  Ellipse  zusammenfallen,  d.  L  die  EUlipse 
geht  f&r  X  SS  c  in  die  gerade  Linie  K'  K  über.  Folglich  muss 
immer  f&r  X  =  c  der  bewegliche  Punkt  —  ich  werde  ihn  kurzweg 
den  Planeten  nennen  —  sich  auf  der  Linie  K'  K  befinden. 

Ist  dagegen  fA  ^  Cy  so  besteht  die  Hyperbel  aus  demjenigen 
Theil  der  negativen  Z- Achse,  der  jenseits  der  Masse  K'  liegt  Für 
^  sr  —  c  erhält  man  den  entsprechenden  Theil  der  positiven  Z- Achse 
jenseits  der  Masse  K.  Für  fA^±c  befindet  sich  also  der  Planet 
auf  einem  von  diesen  Theilen  der  X*Achse. 

Ist  fA  8  0 ,  so  f&Ut  die  Hyperbel  mit  der  T-Achse  zusammen. 

Sind  beim  Anfiuig  der  Bewegung  die  Coordinaten  des  Planeten 
^  and  fA^j  so  muss  nach  (5*) 

sein,  wozu  kommt,  dass  X^  und  jea^  auch  den  Ungleichheiten  (11)  Ge- 
nüge thun  müssen.  IHe  Relationen  (11)  und  (12)  müssen  übrigens  nicht 
mar  beim  Anfang  der  Bewegung^  sondern  immer  erfüllt  sein  bei 
allen  mit  dem  Problem  überhaupt  vereinbaren  Werthepaaren  (A,  y). 

Ich  gehe  jetzt  zu  der  näheren  Betrachtung  der  verschiedenen 
Bewegungszustände  über.  Es  scheint  dann  geeignet  zu  sein,  die 
folgenden  F&Ue  zu  unterscheiden: 

1)  h  negativ, 

2)  h  positiv, 

3)  A  =  0, 

4)  Limitationsbewegungen, 

6)     rein  periodische  Bewegungen. 

In  1)  und  2)  setze  ich  voraus,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichungen 
B(A)  =  0  und  S{X)  =:  0  ebifaeh  sind. 
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§  2.    Die  CoMtante  h  der  lebendigen  Kraft  negativ. 

LibrationaflUle. 

Die  Gleichung  Ä  (A)  ==  0  hat  immer  die  beiden  Wurzehi  A  =  ±  «• 
Da  wir  hier  annehmen  wollen,  dass  die  Constante  h  negativ  ist,  80 
setzen  wir 

(1)  A=-A,, 

wo  also  Aj  eine  poaitio«  Grösse  bezeichnet    Setzen  wir  nun 

(2)  L{X)=^{K+K')X-\X*  +  a, 

so  rnnas  nach  §  1  (12)  immer 

(3)  L{X)^0 

sein.  Könnte  X  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  würde  offenbar,  ftr 
hinreichend  grosse  Werthe  von  iL,  L  (A)  negativ  werden,  was  nach  (3) 
nicht  erlaubt  ist.  Hieraus  folgt,  dass  für  negatives  h  die  Grösse  il 
immer  eine  endliche  obere  Grenze  haben  muss.  Der  Planet  kann 
sich  also  in  diesem  Fall  nicht  beliebig  weit  von  K'  und  K  entfernen. 
Wir  nennen  nun  r^  und  r,  die  Wurzeln  der  Gleichung  Z  (A)  ==  0 
und  haben  also 

(4)  i;(A)  =  A,(r,-.A)a-r,), 

wo  f&r  reelle  Werthe  von  r^,  r,  angenommen  werden  soU,  dass 

(6)  »-1  >  »-2  • 

Man  kann  dann  vier  Fälle  unterscheiden: 

r^  und  r,  imaginär, 

r^  und  r,  reell,  aber  kleiner  als  c, 

r^  reell  und  grösser  als  c, 

Tj  und  Tg  reell  und  grösser  als  c. 

Die  beiden  ersten  von  diesen  Fällen  geben  aber  zu  ähnlichen 
Bewegungszuständen  Veranlassung  und  mögen  also  gleichzeitig  be- 
handelt werden.    In  beiden  Fällen  kann  nämlich  L{X)  das  Zeichen 
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nicht  wechselii,  weil  keine  reelle  Wurzel,  die  grösser  als  c  ist»  ezistirt 
In  beiden  Fällen  muss  dann  nothwendigerweise  L  (A)  negativ  bleiben, 
weil  Z(+oo)  negatiy  ist 

Wir  unterscheiden  also  folgende  drei  Fälle 

a)  r,  und  r,  entweder  imaginär,  oder 
reell  und  kleiner  als  c, 

b)  Tj  >  c>  r„ 

Setzt  man 

(6)  M{ii)~{K-K')n-h,,i'  +  tc. 

ond  nennt  die  Wurzeln  der  Oleichnng 

(7)  M{ji)  =  0 

Q^  und  (»,,  wo  f&r  reelle  Wurzeln  (>j  >  Q%9  so  ist  also 

imd  man  muss  immer  haben 

(8)  M{ji)^0. 

Hier  haben  wir  nun  vier  Fälle  zu  untersuchen: 

a)    Q^  und  Q^  imaginär, 

ß)    Q^  und  Q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach 

grösser  ab  c, 
r)     ei>c>Q^>  -c, 

In  y)  ist  auch  der  Fall 

c  >  (fi>  —  c  >  (>i 

einbegriffen,  wie  unten  näher  erörtert  wird. 

Indem  nun  ein  jeder  von  den  Fällen  a),  b)  und  c)  mit  den 
letzteren  yier  combinirt  wird,  erhält  man  also  hier  12  yerschiedene 
Fälle,  die  wir  nach  einander  betrachten  wollen. 
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Faü  la.     Die  Wurzeln  r^  und  r,  etäweder  imaginär^  oder  reeü 

und  kleiner  ab  e. 

Es  ist  nach  §  1  (5*) 

(9)  iP  -  l'^Ti'^  V2(i«-c>)i;(A). 

Da  nim  in  diesem  Falle  LQ^  stets  negativ  bleibt  und  ausser- 
dem X  nicht  kleiner  als  c  werden  kann,  so  kann  man  diese  Olei- 
chnng  nur  dadurch  befriedigen,  dass  man  setzt 

(10)  i  =  c. 

Der  Planet  muss  also  immer  auf  der  Linie  K'  K  bleiben.  Die 
Bewegung  wird  geradlinig.  Je  nach  den  Werthen  Yon  q  erhalten 
wir  nun: 

Fall  I  a  €C.     Q^  und  q^  imaginär. 

Die  Function  M{/i)  wechselt  also  f&r  reelle  Werthe  von  /» 
nicht  das  Zeichen  und  ist  also  negativ^  weil  sie  f&r  hinreichend 
grosse  Werthe  yon  ju  negativ  wird. 

Es  ist 

(11)  (Ä>  -  iu»)-^  =  y2Öu^-c^i)^ÖÖ, 

und  da  nun  M{[ji)  negativ  ist^  so  würde  ju  zwischen  +  c  und  —  c 
periodisch  schwanken.  Da  aber  für  ju  =  ±  c  und  il  =  c  der  Planet 
mit  einer  von  den  Massen  K  oder  K'  zusammenstösst,  so  hört  hier 
die  Gültigkeit  der  Differentialgleichungen  au£ 

Der  Fall  I  a  o;  ist  also  dadurch  charakterisirt^  dass  der  Planet 
sieh  heim  Anfang  der  Bewegung  auf  der  Linie  K'  K  befindet  und 
seine  Anfangsgeschwindigkeit  längs  der  X-Achse  liegt  Der  Planet 
bewegt  sich  in  dieser  Richtung^  bis  ein  Zusammenstoss  mit  X'  oder  X 
stattfindet. 

Fall  laß.     Q^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach 

grösser  als  c. 

Die  Function  M{fi)  ändert  also  während  der  Bewegung  nicht 
das  Zeichen. 
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Ist  M{ia)  negatÄTy  ao  hat  ouin  dieselbe  Bewegang  wie  in  I  a  «. 
Ist  dag^en  M(ß)  positiv,  so  folgt  aus  (11),  dass  ^  nothwendiger- 
weise  identisch  gleich  +  c  oder  —  e  sein  mnss.  Der  Planet  hat  also 
nun  dieselben  Coordinaten  wie  eine  yon  den  Massen  nnd  eine  Be- 
wegang ist  nicht  mdglich. 

Falllay.     (>i  >  c  >  p,  >  —  c. 
Es  ist 

(12)  (^>  ^  c») Jf  =  (^«  -  e')h,{Q,  -  ^)(^  -  p,). 

Damit  dieser  Ausdruck  positiv  bleibe,  muss  offenbar 

sein.    Wenn    beim  Anfiang  der  Bewegung  -^  positiv  ist,  so  wächst 

/i  bis  zum  Werthe  (a^  q^,  kehrt  dann  um  und  stftsst  zuletzt  mit 
der  Masse  K  zusammen. 

Fall  I  a  S.     c>  Q^>  Q^>  —  c. 

Aus  (12)  folgt,  dass  man  entweder  hat 

oder 

Der  Planet  stösst  mit  K  oder  K  zusammen. 
Als  eine  f&nfte  Möglichkeit  könnte  man  eigentlich  den  Fall  be- 
trachten, dass 

was  indessen  offenbar  mit  lay  ähnlich  ist,   nur  dass  der  Planet 
Uer  mit  der  Masse  K  zusammenstossen  muss. 
Wir  wenden  uns  nun  zu 

Fall  Ib.     r^>  c>r^. 
Aas 

(13)  (A«  -  ^«) ^^  =  V2(Ä«-c>)A,(r,~A)(i-r7) 

folgt;  dass 
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Ist  dX  beim  Anfang  der  Bewegung  positiY,  so  wächst  k,  bis 
der  Weiih  A  =  r ^  erreicht  ist,  fängt  dann  an  abzunehmen,  und 
nimmt  continuirlich  ab  bis  il  »  c,  um  dann  wieder  zu  wachsen.  E2b 
findet  also  LibroHon  in  X  statt  Geometrisch  gesprochen  mufls 
der  Planet  sich  immer  innerhalb  derjenigen  Ellipse  befinden,  die  in 
K'  und  K  ihre  Foci  hat,  und  deren  halbe  grosse  Achse  gleich  r^ 
ist  Die  nähere  Bestimmung  der  Bewegung  hängt  von  den  Werthen 
der  Wurzeln  q^  und  q^  ab. 

Fall  Iba.     p^  und  q^  imaginär. 

Die  Function  Mip)  wechselt  also  das  Zeichen  nicht  und  bleibt 
negativ.  Aus  (11)  folgt  nun,  dass  ^  zwischen  den  Grenzen  +  c  und 
—  e  schwankt  Es  tritt  also  Libration  sowohl  in  X  wie  in  pL  ein, 
und  wir  können  die  Resultate  über  bedingt  periodische  Bewegungen 
hier  anwenden.  Die  Bahneume  besteht  also  entweder  aus  einer  ge^ 
schlossenen  Linie  —  etwa  in  der  Form  einer  Lemniscate  —  oder 
sie  erfüllt  den  ganzen  van  der  Ellipse  r^  eingeschlossenen  Renan 
überall  dicht 

Für  die  Elementarperioden  od..  hat  man  hier  die  Werthe 


—  e 


"»^/tW)'     ""=/ 


+  e 


VW) 


—  c 


Die  Grössen  X  und  fi  lassen  sich  als  beständig  convergirende 
FouHiEB'sche  Reihen  nach  den  Vielfachen  der  beiden  durch  §  1  (9) 
bestimmten  Argumente  «^  und  ti,  darstellen. 

Fall  Ib  ß.    Q^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach  grösser  als  c. 

Die  Function  Miji)  wechselt  also  während  der  Bewegung  nicht 
das  Zeichen.  Wenn  Jf  (/ti)  negativ  ist,  so  fallen  wir  auf  Ib  a  zurück. 
Ist  dagegen  M(ft)  positiv,  so  folgt  nach  (11),  dass 

iw  ^  +  c  oder  —  c. 
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Die  Bewegung  findet  auf  denjenigen  Theil  der  X-Achse  statty 

der,  Tom  Coordinatennnllpunkt  gerechnet,   jenseits  der  Massen  J7 

and  K  liegt    Der  Planet  stösst  zuletzt  mit  einer  von  den  Massen 

nissDunen. 

Fall  Iby.    (>i  >  c  >(>,>—  c . 

Wie  im  Falle  lay  findet  man  nun,  dass 

Es  findet  also  lAbraJtum  in  /u,  sowohl  wie  in  A,  statt  Die 
Bahn  liegt  innerhalb  des  nm  K  gelegenen  Banmes,  der  Ton  der 
Ellipse  2  8  r|  und  der  Hyperbel  ^  =  (>,  begrenzt  wird  Die  Be- 
wegong  ist  also  bedingt  periodisch.  Für  die  Elementarperioden 
a?ij  und  iDj,  erhält  man  dieselben  Ausdrücke  wie  in  Iha^  die 
Werthe  der  übrigen  sind 


"""/^)'    "»'/ 


dfM. 


V5W 

—  c  — c 


Der  Körper  wird  also  hier  zu  einem  SaieüUen  der  Masse  K. 
Es  ist  hier  Yom  grdssten  Interesse  zu  bemerken,  dass  die  Bahncurve 
des  Satelliten  den  zulässigen  Bereich  überall  dicht  erf&llt,  und  daee 
es  demnach  kerne  untere  Grenze  für  den  Abstand  des  SateBUen  von  der 
Masse  K  giebt    Eüne  obere  Grenze  ist  aber  yorhanden. 

Za  diesem  Fall  gehört  auch  der,  dass 

c  >  Pi  >  —  c  >  p, . 
Der  Körper  bewegt  sich  dann  als  Satellit  um  die  Masse  K\ 

Fall  Ibd.    c  >  Pi  >  pj  >  —  c . 

Der  Körper  wird  zu  einem  Satelliten,   der  sich  entweder  um 

K'  oder  um  K  bewegt    Die  Behandlung  ist  dieselbe  wie  im  Torigen 

Falle. 

Fall  le.    Sowohl  r^  wie  r,  grosser  als  c. 

Nach  (18)  folgt  nun,  dass  entweder  X^^Cj  welchen  Fall  wir 
übergehen  können,  oder 


Bewegung 


Die  Bewegung  findet  innerhalb  zwei  Eklipsen  statt,  deren  halbe 
grosse  Achsen  gleich  r,  und  r^  sind.  Die  Grösse  X  besitzt  eine 
Librationsbewegung  zwischen  den  Grenzen  r^  und  r, .  Die  nähere 
Bestinunung  der  Bewegung  hängt  von  den  Werthen  der  Wurzeln 
Q^  und  Q^  ab. 

Fall  Ica.     Q^  und  q^  imoffinär. 

Wie  in  Fall  Ib  a,  so  folgt  hier^  dass  ^  zwischen  den  Grenzen  -h  c 
und  —  c  schwankt  Der  Planet  bewegt  sich  in  einer  Bahn,  welche  die 
beiden  Massen  K'  und  K  umschliesst,  und  welche  entweder  geschlossen 
ist,  oder  den  zwischen  den  beiden  ElUpsen  r^  und  r^  eingeschlossenen 
Saum  überall  dicht  erfüllt 

Fall  Icß.     Q^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach  grösser  als  c, 
Hs  ist  nach  der  Voraussetzung  r^>  r^>  c  und 

iW-i(r,)==0. 

Da  weiter  Z(+  oo)  negativ  ist,  so  muss 

i(c)<0, 
sein,  d.  h. 

(if  +  jr)c-.AiC«  +  a<0. 

Nun  ist  aber 

M{c)  =  (Z  -  ZOc  ^  Aj  c«  +  a  <  L{c). 

Es  muss  also  auch  M(c)  negativ  sein.  Der  Voraussetzung  nach 
sind  aber  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^(jEi)  =  0  beide  reell  and 
numerisch  grösser  ah  c.  Es  muss  also  während  der  Bewegung  — 
filr  welche  immer  die  Bedingung  \  fi  \  ^  c  stattfindet  —  -^0^) 
negativ  sein,  und  man  findet  demnach ,  dass  wir  auf  den  Fall  Ica 

zurückgeftlhrt  werden. 

• 

FijM  Icy,     Pi  >  c  >(),>—  c . 

Dieser  Fall  kann  nicht  vorkommen.  In  der  That  findet  man, 
wie  im  vorigen  Falle,  dass 

M{c)<Z{c)<0. 
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Nun  ist  aber  weiter 

if(-c)<  J!f(c). 

Die  Fimction  M{ß/)  ist  also  Yon  der  Beschaffenheit,  dass  sie 
fftr  fi  =s  +  c  nnd  ji»  »  _  c  negativ  ist  Daraus  folgt  aber,  dass 
die  Gleichung 

entweder  zwei  Wurzeln  oder  keine  Wurzel  zwischen  den  Werthen 
/i  =  +  c  und  fA  =  —  c  hat,   was  der   Voraussetzung  widerstreitet 

Es  können  auch  nicht  zwei  Wurzeln  zwischen  diesen  Grenzen 
existiren.  Lassen  wir  nämlich  x  irgend  eine  reelle  und  positive 
Grosse  bezeichnen,  die  kleiner  als  c  ist,  dann  wissen  wir,  dass  der 
Voraussetzung  gemäss  L{x)  negativ  ist    Nun  ist  aber 

und  also   mues  M(x)  auch   negaUv   sein  für  alle  positiven  z,   welche 
Meiner  als  c  sind.     Andererseits  ist 

Jf(-  a:)  =  -  {K^E^z  -  Äjx»  +  «  =  M{z)  -  2(Z-  JP>, 

nnd  da  wir  hier  K>  K'  angenommen  haben,  so  muss  auch  Jf(— x) 
negativ  sein. 

Es  kann  also  hier  (wenn  r^>  r^>  c)  keine  Wurzel  zwischen 
+  c  und  —  c  vorkommen. 

Fall  Ic8,  dass  c^  >  ^^  >  (>,  >  c,   kann  also  nicht  vorkommen. 


§  3.    Die  Conttante  h  positiv. 

Wir  gehen  nun  zu  der  zweiten  Hauptabtheilung  über,  näm- 
lich zu  dem  Fall,  dass  die  Constante  h  positiv  ist,  und  machen  hier 
dieselben  Unterabtheilungen  in  Bezug  auf  die  Wurzeln. 

Da  nun 

(1)  Z{X)  =  (Z  +  K'))i  +  Ai>  +  «, 

Gbabub»,  Mwhanlk  des  Himmel»  I.  9 


Bewegung 


nnd  da  weiter^  der  Natur  der  Bewegung  gemäss,  immer  Z{X)  für 
X>  c  positiv  sein  muss  (oder  Null),  so  folgt  daraus,  dass  nun  X 
beliebig  grosse  Werthe  annehmen  kann.  Eis  ist  sogar  noAwendig, 
dass  X  mit  der  Zeit  in's  unendliche  wächst.    Da  n&mlich 

(2)  (A«  -  M»)» (J^,)*  =  2(A«  -  c*)L{X)  =  2(i»  -  c»)Ä(i  -  rO(A-r,), 
oder 

SO  findet  man,  dass,  wenn  wir  von  zusammenfallenden  Wurzeln 
vorläufig  absehen,  il  entweder  grösser  als  die  drei  Wurzeln 

sein  muss,  oder  kleiner  als  alle  drei  Nun  kann  aber  niemals  X 
kleiner  als  c  sein,  also  muss  immer  X  grösser  als  die  grösste  von 
diesen  drei  Wurzeln  sein,  oder  wenigstens  gleich  dieser  WurzeL  Ist 
also  beim  Anfang  der  Bewegung  dX  negativ,  so  nimmt  X  ab,  bis 
diese  grösste  Wurzel  erreicht  ist  Dann  wechselt  dX  das  Zeichen 
und  X  wächst  dann  continuirlich  in's  Unendliche.  Von  dieser 
Art  sind  alle  Bewegungen,  die  bei  positivem  h  auftreten.  Man  hsJL 
es  hier  also  nur  mit  der  Bestimmung  des  Mmimalwertkes  von  X 
zu  thun. 

Die  Bewegung  wird  ausserdem  von  den  Werthen  der  Wurzeln 
Q^  und  Q^  beeinflusst. 

Fall  IIa,     Tj  und  r^  entweder  imaginär,  oder  reell  und  kleiner  als  c. 

Die    untere  Grenze    von   X  ist    hier  gleich   c.    Je   nach   den 
Werthen  von  pj  und  q^  erhalten  wir: 

Fall  IIa  cc.     p^  und  q^  imaginär. 

M{fjL)  ist  stets  positiv ,  weil  M{oo)  positiv  ist.    Es  muss  dann 
nothwendigerweise 

fjL^  +  c  oder  —  c 
sein.    Der  Planet  bewegt  sich  auf  der  X-Achse  und  stösst  mit  einer 
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7on  den  Massen  K  oder  JT  zusammen,  oder  entfernt  sich  in's  Un- 
endliche^  je  nach  dem  Zeichen  yon  dk  beim  Anfang  der  Bewegong. 

Faü  Ha  ß,  g^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach  gröeser  als  c. 

Ist  Jf  (/i)  auch  hier  positiv,  so  wird  die  Bewegung  wie  im  vorigen 
Falle.  Ist  ^(fi)  dagegen  negativ,  so  kann  der  Planet  einmal  die 
Lmie  K  K  schneiden  und  entfernt  sich  dann  in  immer  grösseren 
Windongen  von  K*  K,  indem  ^  periodisch  zwischen  +e  und  —  c 
schwankt 

Fall  IIa  y,    Qi>  c>  q^>  —  c  {oder  c  >  pj  >  —  c  >  pj). 

Der  Planet  macht  einen  Umlauf  nm  K'  (bez.  K)  nnd  entfernt 
sich  dann  allmählich  in's  Unendliche,  indem  derselbe  periodisch 
osdllirt  zwischen  der  negativen  (bez.  positiven)  X-Achse  und  der 
Hyperbel  fi  =  q^  (bez.  p^). 

Fall  IIa  S.     c  >  Pi  >  p,  >  —  c . 

Hier  oscillirt  fA  periodisch  zwischen  den  Werthen  q^  nnd  q^. 
Der  Planet  durchschneidet  die  Linie  X'  K  und  entfernt  sich  dann 
in's  Unendliche,  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  q^  und  q^  periodisch 
oscillirend. 

Fall  IIb.     rj  >  c>r^. 

Die  untere  Grenze  ftir  X  ist  hier  gleich  r^.  Der  Planet  nähert 
sich  der  ESlipse  il  ==  r^ ,  tangirt  diese  und  entfernt  sich  dann, 
indem  X  continuirlich  wächst,  in's  Unendliche.  Die  Gonstante  a 
mnss  hier  negativ  sein. 

Beide  Wurzeln  r^«  und  r,  können  f)ir  positives  h  nicht  grösser 
als  c  sein.     Man  hat  nämlich 


K+K        /(JC+JT)'    ~V 


'^(iC+  Ä')» 

a 

4Ä« 

h 

^(Ä+  JT)« 

a 

Wenn  die  Wurzeln  reell  sind,  muss  also  r^  nothwendigerweise 
negativ  sein. 


9 
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Fall  IIb  a.    Die  Wurzeln  q^  und  g^  imaffinär  oder  reell  und  dem 

absoluten  Betrag  nach  grösser  als  c. 

M{/a)  wird  hier  stets  negativ^  weil  Jf  (0)  ^  a  negativ  ist  Die 
Grösse  /u  oscillirt  zwischen  +  c  and  —  c.  Der  Planet  mnläuft»  indem 
er  sich  entfernt,  die  Massen  X  und  K'  in  immer  grösseren  Win- 
dungen.   Die  Bahn  ist  eine  Art  nach  aussen  laufender  Spirale. 

Fall  Ilbß.    Eine  von  den  Wurzeln  q^  und  q^j  oder  beide,  kleiner 

als  +  c,  aber  grösser  als  -^  c. 

Dieser  FaU  kann  nicht  vorkommen.  Da  nämlich  nach  der 
Voraussetzung  r^>  e  ist,  und  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass 
der  absolute  Betrag  von  r,  grösser  als  der  absolute  Betrag  von  r^ 
ist,  so  muss  r,  negativ  und  numerisch  grösser  als  c  sein.  Die 
Function  L  {x)  verschwindet  also  nicht  ftir  solche  x-Werthe,  die 
zwischen  +  c  und  —  e  liegen,  und  bleibt  für  solche  Werthe  nega- 
tiv.   Nun  ist 

aus  welcher  Gleichung  folgt,  dass  M{x)  für  positive  x  auch  negativ 
(und  von  Null  verschieden)  sein  muss.    Andererseits  ist 

M[r-  x)  =  M{x)  ~  2(JC-  K')x, 

und  somit  ist  iif(—  x)  in  dem  betreffenden  Bereiche  auch  negativ. 
Es  kann  also  keine  von  den  Wurzeln  q^  und  q^  zwischen  +  c  und 
—  c  liegen* 

§  4.    A  gleich  Null.  * 

Es  ist  nun 

L{\)  =  (JC+  JC^A  +  a  =  (JC+  i:')(Ä  -  r), 
Mf^)  =  (iT-  ZV  +  «  -  (^ -  K){p.  -  q). 

Wir  haben  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  in  Bezug  auf  die 
Werthe  von  r,  nämlich 

1)  r  <c;       2)  r>c. 
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FaU  Illa.     r<c. 

Die  Function  L{X)  bleibt  während  der  Bewegung  positiv.  Die 
Grösse  X  kann  also  continuirlich  abnehmen,  bis  sie  den  Wert  A  «  e 
erreicht  hat  Dann  ftngt  A  an  zu  wachsen  und  w&chst  continuirlich 
in's  Unendliche. 

Es  ist 


(>=»  - 


K-K'' 


Der  absolute  Betrag  Yon  g  kann  demnach,  je  nach  den  um- 
ständen, kleiner  oder  grösser  als  c  werden. 

Fall  III a a.     \q\>  e. 
Die  Function  M{ßA)  bleibt  hier  immer  negativ  und  da 


(^'-M')^  =  V2(m'-<;*)^(m), 


80  mu88  f^  zwischen  +  e  und  —  c  periodisch  schwanken. 

Der  Planet  schneidet  einmal  die  Linie  JTZ  und  entfernt  sich 
dann  in's  Unendliche  in  einer  nach  aussen  laufenden  Spirale,  welche 
die  Linie  X'  K  umschlingt    Der  Fall  ist  II  ba  ähnlicL 

Fall  Illaß.     \g\<e. 

Damit  M{ßt)  negativ  werde,  muss  hier  fi  kleiner  als  q  sein.  Die 
Grösse  fi  schwankt  dann  periodisch  zwischen  q  und  —  c.  Der  Planet 
durchschneidet  einmal  die  Linie  KK'  und  entfernt  sich  in's  Un- 
endliche, indem  er  periodisch  zwischen  der  Hyperbel  und  der 
positiven  X-Achse  hin  und  her  schwankt  Die  Bewegung  ist  sehr 
eigenihümlich  und  unerwartet 

Fall  III b.     r>c. 

Die  untere  Grenze  für  il  wird  hier  gleich  r,  und  die  Bewegung 
▼oUzieht  sich  ausserhalb  der  Ellipse  A  =  r.    Die  Gonstante  cc  muss 
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hier  negativ  sein  (»=  -^  ccj),  und  man  hat^  nach  der  Voraussetzang 


a 


W,>c. 


Man  muss  dann  auch  haben 

so  dass  nur  ein  Fall  zu  betrachten  ist 

Fall  III b a,     r  >  c.     Q  >  c. 

M{fß)  bleibt  während  der  Bewegung  immer  negativ,  und  /a 
schwankt  also  periodisch  zwischen  den  Grenzen  +  c  und  —  c.  Der 
Planet  tangirt  die  Ellipse  r  :=^  c  und  entfernt  sich  dann  in's  unend- 
liche in  einer  nach  aussen  laufenden  Spirale,  welche  die  betreffende 
Ellipse  umschlingt 

§  5.    Zwei  oder  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung  S{}.)=^0  oder 
der  Gleichung  8{p):=^0  fallen  zusammen.    Limitationsbewegungen. 

Fallen  zwei  Wurzeln  zusammen^  so  entstehen  Limitations- 
bewegungen.    Wir  unterscheiden  folgende  Fälle: 

A)  rj  =:r^>c, 

B)  ri  >rj  =  c, 

C)  r^^c>r^y 

D)  r^  =  c  =  Tg . 

Die  verschiedenen  Fälle,  in  denen  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
S{/jl)  =s  0  zusammenfallen,  werden  wir  später  untersuchen. 

Fall  IFA.     r=^r^^r^>c. 
Wir  haben 

Für  die  Möglichkeit  einer  Bewegung  ist  erforderlich,  dass  h 
positiv  ist  oder  A  »  r.  Den  letzteren  Fall  werde  ich  später  unter- 
suchen. 
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Wir  nehmen  demnach  h  positiv  an. 
Da  die  Gleichung 

die  Doppelwnrzel  X  »r  besitzt,  so  ist 


{X+K')r  +  hr*  +  a 

-0, 

{K+  K')  +  2hr 

-0, 

K  +  K' 

also 

*"  ™  2Ä 

Die  Wnrzel  muss  mithin  negatir  sein,  kann  also  nicht  grösser 
als  c  sein.  Dieser  Fall  kann  somit  nur  Yorkommen,  wenn  h  negativ 
ist^  und  dann  muss  il  gleich  r  sein.  Er  wird  im  nächsten  Para- 
graphen untersucht  werden. 

FaU  IVB.    r^>r^^c. 
Es  ist  hier 

L{c) «  (Jf  +  r)e  +  A c«  +  a  =  0, 

und  man  hat 

dl 


Ist  h  positio,  so  muss  X>  r^  sein,  und  wir  kommen  auf  den 
Fall  IIb  zurück. 

Wir  nehmen  also  an^  dass  h  negativ  ist  («  —  A^).  Die  Orösse  X 
muss  dann  kleiner  als  r^  sein  und  nähert  sich  mit  wachsender  Zeit 
asymptotisch  dem  Werth  X  —  e, 

In  Bezug  auf  die  Werthe  der  Wurzeln  Qj  die  hier  in  Frage 
kommen  können,  bemerken  wir,  dass 

and  dass  weiter 

j|f(-  c)  =  M[c)  -  2(jr-.  K')c  <  M(c). 

Die  Function  J/(jEi)  ist  also  f&r  ju  =  ±  c  negativ,  und  es  müssen 
also  entweder  beide  Wurzeln  q  zwischen  den  Grenzen  +  c  und  —  c 
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gelegen  sein,  oder  beide  müssen  ausserhalb  dieser  Grenzen  liegBn 
(oder  imaginär  sein). 

Fidl  IVB  a.    Q^  und  q^  imaginär y  oder  reell  und  dem  absoluten  Betrag 

nach  grösser  als  e. 

M{p)  bleibt  während  der  Bewegung  immer  negativ.  Die  Grösse  fi 
schwankt  also  periodisch  zwischen  den  Grenzen  +  c  und  —  e.  Der 
Planet  beschreibt  eine  Spirale,  die  sich  asymptotisch  der  Linie  K'  K 
nähert  Diese  Spirale  ist  nach  aussen  Yon  der  Ellipse  iL  =  r^  be- 
grenzt 

Fall  IFBß.     IHe  Wurzeln  q^  und  (>,  reell  und  dem  absoluten  Betrag 

nach  kleiner  als  c. 
Da  nun 

so  muss,  damit  M(ja)  negativ  werde,  fA  entweder  grösser  als  q^  oder 
kleiner  als  q^  sein.  Im  letzteren  Fall  schwankt  fA  periodisch  zwischen 
Q^  und  —  c ;  im  vorigen  Falle  zwischen  q^^  und  +  c.  Der  Planet 
beschreibt  eine  pendelartige  Bewegung  um  K'  oder  X  und  nähert 
sich  dabei  asymptotisch  der  Linie  XX. 

Fall  IFC.     Tj  =  Cj  >  r, . 
Wie  im  vorigen  Falle  bekommt  man  nun 

(^*  -  /**)  j|  =  (^  -  <')  y2(i  +  c)A(i-r,) . 

Da  hier  X  >  r^  ist,  so  muss  h  positiv  sein.  Die  halben  grossen 
Achsen  X  der  Ellipsen  können  beliebig  gross  sein  und  nähern  sich 
mit  wachsender  Zeit  asymptotisch  dem  Werth  X^  c. 

In  Bezug  auf  die  Werthe  der  Wurzeln  q,  die  hier  in  Frage 
konmien  können,  bekommt  man  wie  im  vorigen  Falle  die  Un- 
gleichheiten 

j|f{~  c)<  jlf(c)<  Z(c)  =  0. 

Da  nun  Jf(±  oo)  positiv  ist,  so  findet  man,  dass 
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Die  Function  Miji)  kann  also  während  der  Bewegung  nicht 
das  Zeichen  wechseln ,  sondern  bleibt  negativ,  nnd  ju  schwankt  also 
zwischen  den  Grenzen  +  e  und  —  c.  Die  Bewegung  ist  der  im 
Falle  IV Ba  untersuchten  ähnlich,  nur  giebt  es  hier  keine  obere 
Grenze  ftkr  X. 

Der  Fall 

kann  nicht  yorkommen  aus  demselben  Ghrunde,  wie  in  Bezug  auf 
den  Fall  TFA  bemerkt  wurde. 

Wir  kommen  nun  zu  denjenigen  Fällen,  in  welchen  yielfache 
Wurzeln  der  Gleichung 

0 


m  - 


Torkonmien.  Die  Function  8{fi)^Q  hat  yier  Wurzeln,  und  alle  vier 
können  als  Grenzpunkte  des  zulässigen  Gebietes  auftreten.  Wir 
haben  also  folgende  Fälle  zu  untersuchen. 

K)  Pi  =  e,  • 
L)  pi  =c, 

M)  pj  =  -c, 

N)  e,  =  c, 

0)  e,  =  -  c  . 

Ausserdem  kann  es  yorkommen,  dass  drei  Wurzeln  zusanmien- 
üallen: 

P)  Pi  =  Pi  =  <?> 

Q)  Pi  =  Pi=  -ö- 

Fall  FK.     (>!  =  (>,. 

Man  muss  hier  annehmen,  dass  die  Wurzel  q  zwischen  +  c 
und  —  c  liegt,  weil  sie  sonst  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung 
haben  kann.    Es  ist  nun 

woraus  folgt,  dass  entweder  h  positiy  ist  und  dann  fi^^c^  sein  muss^, 


'  Der  Fall  ft  ^  q  kann  dann  auch  yorkommen  nnd  wird  später  untersucht. 
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in  welchem  Falle  die  Bewegung  auf  der  X-Achse  stattfindet,  oder 
h  ist  nsgatio  (=  —  A^).    Betrachten  wir  also  diesen  FalL    Es  ist 

Miii)  =  (Jf  -  K')(jL  ^h^fA^  +  a. 

Da  Q  eine  doppelte  Wurzel  isi^  so  hat  man 


(Z-  jf)?  -*!(>*+ «  =  0, 

K-K'-2h^Q       =0, 

also 

(1) 

K-K' 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  wird 

(2)  {K^£y  +  4\cc^0j 

welche  Belation  also  zwischen  den  Goefficienten  bestehen  muss,    so 
dass  a  negatiT  ist  (=  —  a^). 

Es  ist  femer 

i  (A)  «  (JT  +  JT')  ;i  -  Aj  Ä«  -  «1 , 

und  die  Wurzeln  der  Gleichung  Z{k)  =  0  sind 


^3)  " 


±yiK+Ky^4c^h^ 


2Äi 

Wird  nun  unter  der  Quadratwurzel  die  Grösse  (Ä^—  JT)*  —  4«i  A, , 
die  gleich  Null  ist,  subtrahirt,  so  bekommt  man: 

Nun  ist 

{Yk  -  -^Ty  «  i:+  JT  -  2Y£r  = 
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und  folglich  hat  man 

(4)  '•.<^<- 

Nnr  eine  Wurzel  r  kann  also  grösser  als  e  sein.    Wir  haben 
also  hier  zwei  FUle  zu  betrachten: 


Äff  FKa.    Tj  <  e. 
Es  ist  hier  nothwendigerweise 

die  Bewegung  findet  auf  der  Linie  K'  K  statte  und  mit  wachsender 
Zeit  nähert  sich  der  Planet  unbegrenzt  dem  Punkte  fi^  Qj  wo  q 
ans  (1)  bestimmt  ist,  auf  dieser  Linie,  und  dies  kann  von  der  einen 
oder  der  anderen  Seite  geschehen. 

Fail  VKb.     r^  >  c. 

Die  Bewegung  ist  Ton  der  EUlipse  A  =  r ^  begrenzt  ZwUehen 
dieser  Eüipie  und  der  Linie  K  K  oicilUrt  der  Planet^  indem  er 
sieh  aUmähUch  und  bei  steüff  zunehmendem  oder  stetig  abnehmendem  fjL 
der  Hyperbel  fi  =  Q  asymptotisch  nähert 

Fall  FL.     Qi  —  c>  Qt' 

Der  Planet  nähert  sich  asymptotisch  der  Linie  K'(x>> 
Es  ist 

(5)  (JE;-ir)c  +  Ac*  +  a=:0, 

ond  man  hat 

S(ti)  =  2(m  -  cf  A(^  -  Q^){pi  +  c). 

Ist  h  neyatiü,  so  muss  fi  zwischen  g^  und  —  c  oscilliren,  und 
wir  kommen  auf  früher  in  §  2  behandelte  Fälle  zurück.^ 

Ist  h  positio,  80  folgt,  dass  man  immer  ^  >  (>s  haben  muss. 
Der  Planet   tangirt  einmal   die  Hyperbel  ^  »  (>2   nnd  nähert  sich 


*  Ist  ^  <  '  « »  80  findet  die  Bewegang  aaf  der  X-Achse  statt 
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dann  asymptotisch  der  negativen  X-Achse  (oder  einer  mit  derselben 
parallelen  Linie). 

Was  nnn  die  Wurzeln  r^  und  r^  betrifFi;,  so  lässt  sich  beweisen, 
dass  sie,  f&r  positives  h,  nicht  grösser  als  e  sein  können.  Es  ist 
in  der  That  nach  (5) 

Z{c)  «  (Jf  +  K')e  +  hc^  +  a>0, 

und  fiir  alle  l  grösser  ab  c  hat  man 

Z{X)>Z(c). 

Die  Function  Z  {k)  wechselt  also  wSLhrend  der  Bewegung 
nicht  das  Zeichen^  bleibt  also  stets  positiv.  Die  Grösse  X  nimmt 
einmal  ihren  Minimalwerth  k  ^  c  an.  Der  Planet  durchsehneidet 
einmal  die  Zinie  K  K  und  nähert  sich  dann  asymptotisch  einer  der 
X'Ächse  parallelen  Zinie. 

Fall  VM.     pi  =  —  c  >  p, . 

Der  Planet  nähert  sich  asymptotisch  der  positiven  J-Achse. 
Man  hat 

5(iii)  =  2(^  +  c)»A0u«p,)(^-c). 
Da  /li  <  c  ist,  so  muss  h  negativ  sein  (=  —  A^).    Eis  ist  somit 

so  dass  a  positiv  ist 
Weiter  ist 

und  es  ist  also  Z{c)  positiv.    Da  aber  i^(±  cx))  negativ  ist,  so  ist 

offenbar 

r^>c>r^. 

Die  Bewegung  ist  von  der  Ellipse  X  =  r^  begrenzt  Die  Grösse 
X  oscillirt  zwischen  A  ss  r^  nnd  A  =  c.   Die  negatixe  X-Ächse  —  jen-> 
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seits  e  —  kaim  einmal  ibenehritUn  werden  und  die  JBahneufve 
nähert  sieh  dann  in  pendelartigen  Schwingungen  bei  stetig  abnehmenden 
fn^Werthen  atymptotiieh  der  positiven  X-Ächse, 

Fall  VN,     Pi  >  p,  «  c. 
Man  hat  nun 

5(/*)  -  2(^  -  c)«A(^  -  ?i)(M  +  c). 

Hier  mnss  h  negativ  sein  (»  »  A^).    Es  ist  also 
M{c)  «  (JT-  rOc  -  Ai  c«  +  a  -  0. 

Hieraus  folgte  dass  Z{e)  positiv  ist,  und  da  L{±oo)  negativ 

wird,  so  mnss 

Ti  >c  >r,. 

Der  Fall  ist  mit  dem  yorigen  FM  übereinstimmend,  nur  nähert 
sich  jetzt  der  Planet  in  diesem  Fall  asymptotisch  der  negativen 
Z-Acbse. 

FaUrO.     Qi>Qi^-c. 

Der  Planet  nähert  sich  asymptotisch  der  positiven  X-Achse. 
Sonst  ist  der  Fall  mit  FL  übereinstimmend. 

FaU  FR    Pi  =  p,  =1  c. 
Es  ist 

M{c)^(K^K')c+    he^  +  a^O, 

Jlf'(c)=:  Z-Z'     +2hc  =.0, 

flo  dass 


2h 


und  hieraus  folgt,  dass  h  negativ  sein  muss  (A  »  — A^). 
Wie  im  Falle  FK  findet  man  nun 


1} 


iVK±yT)* 


2hl 

80  dass  wie  im  genannten  Falle 

r,  <  c. 
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Andererseits  findet  man,  dass  hier  anch  immer 

Die  Bewegung  ist  tod   der  Ellipse  r^  ss  c  begrenzt^   and   die 
Bahncnrve  wird  dieselbe  wie  im  Falle  FK 

Endlich  ist  im  Falle  FQ 

?i  =  ?2  =  -  ^  • 
Hier  wird 

BO   dass  h  positdT  ist.     Dieselben  Aasdrücke  für  r^  und  r,  gelten 
me  im  Torigen  Falle,  so  dass 


r,  1         (vr±  VF)' 


und  beide  Wurzeln  sind  negativ. 

Die  Function  Z(})  ändert  somit  während  der  Bewegung  ihr 
Zeichen  nicht  und  bleibt  positiy,  und  da 

(X'-f,')^  =  2{X*-c*)L{X), 

so  geht  die  Grösse  X  einmal  zu  ihrem  Minimalwerth  ^  =  c  herunter. 
Die  Bahncurve  durchschneidet  einmal  die  Linie  K'  K,  um  sich  darnach 
asymptotisch  einer  der  X-Achse  parallelen  Linie  zu  nahem. 

Dieser  Fall  ist  VM  ähnlich. 

Von  den  merkwürdigen  Bahnformen ,  die  in  diesem  Problem, 
auftreten  können,  sind  die  in  Ilay  und  IIa 8  vorkommenden  viel- 
leicht die  eigenthümlichsten,  und  sie  scheinen  sogar  sehr  unwahr- 
scheinlich.   Ich  werde  sie  deswegen  etwas  ausführlicher  untersuchen. 

Es  ist  hier  in  {IIa) 

h  positiv, 

r^  und  r,  entweder   imaginär   oder,   wenn   sie   reeU   sind, 
kleiner  als  c. 


Ich  werde  diejenigen  Werihe  der  Wurzeln  q  untersuchen,  die 
dann  auftreten  können. 

Man  hat 

und 


Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass   r^   und  r,   imaginftr  sind. 
Dann  hat  man 

[K+Ky<Aah. 

Es  muss  also  a  positiv  sein,  und  weiter  hat  man  dann  auch 

(iC-ir')«<4«A. 

Die  Wurzeln  q^  und  q^  sind  dann  auch  tmaginöTy  und  wir  be- 
finden uns  unter  denselben  Bedingungen  wie  im  Falle  II aa. 

Zweitens  nehmen  wir  an,  das$  r^  und  r,  reell  und  kleiner  als  c 
stndm 

Es  ist  abo 

{K+Ky>4€ch 
und 

2 Ar,  <  2Ari  =  ^{K  +  £y  ^  iah  ^  (K  +  K')  <  2cA, 
oder 

{K  +  K'  +  2cA)«  >[K+  Ky  -  4aA  >  0, 

oder 

4cA(Z+ jr')  +  4c«A«>  -.4aA, 

wo  u  negativ  sein  kann.    Man  kann  4A  wegdividiren  und  bekommt 

dann 

{K+K')c  +  he^>  -a, 

was  man  auch  in  der  Form  Z(c)  >  0  schreiben  kann. 

Die  Formen  11  ay  und  IIa  8  setzen  voraus^  dass  q^  und  q^ 
leeQe  Werthe  annehmen  können,  und  dass  einer  Ton  diesen  Werthen 
oder  beide  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  c  sind. 
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Für  die  Bealität  der  Wurzeln  (>j  und  q^  legen  die  obigen  ün- 
gleichheiten  kein  Hindemiss  in  den  Weg.  Wenn  beide  Woneln 
dem  absolnten  Betrag  nach  kleiner  als  c  sein  sollen,  so  hat  man 


oder 

(JT-- Zy  -  4«A  <  (2cA  -  (JT- ä:'))  *, 

und  hieraus  bekommt  man  nach  einigen  Beductionen 

-(jr-.Z')c  +  Ac*  +  a>0, 

was  man  auch  in  der  Form  i/(^  c)  >  0  schreiben  kann.     E^   ist 

nun  offenbar 

JI/(--c)  =  i(c)-2JS:c, 

und  nichts  hindert,  dass  man  für  Z  (c)  >  0  auch  Jf  (—  c)  >  0  haben 
kann.  Beide  Wurzeln,  q^  und  q^  können  also  reell  und  numeriach 
kleiner  als  c  sein. 

Wir  betrachten  nun  die  entsprechenden  Differentialgleichimgen 


dX 


(^'  -  ^')^  =  V2(A»  -  c»)A(Ä  -  r,){X  -  r,), 

wo 

c  >  rj  >  r j 

c>  pi  >  p,  >  —  c. 

Damit  nun  die  Grössen  unter  der  Quadratwurzel  positiv  werden, 
müssen  offenbar  die  Grössen  X  und  ^  folgende  Ungleichheiten 
erfüllen 


Wir  setzen 


Pi^M^?a 


dt  "        i*-/u»       • 
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Die   Grossen  unter  den  Wurzelzeichen  können  niemals  Null 

werden,  und  die  Hil&grössen   w^    und  w^  wachsen  also  stetig  mit 

der  Zeit 

Es  ist  nun 

dl 


dtCi 


^yr^ 


und  hieraus  bekommt  man  durch  Integration 

ju  =  pi  cos*  -w^  +  (>,  sin«  y  w, . 

Der  Planet  oscillirt  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  q^  und  q^ 
und  entfernt  sich  gleichzeitig  stetig  in's  unendliche. 

Der  Fall  II aS  ezistirt  also.  Was  den  Fall  Haß  betrifft,  so 
tritt  er  in  III aß  wieder  au£ 


§  6.    Periodische  Bewegungen. 

Bewegungen,  die  in  der  Zeit  periodisch  sind,  können  Torkommen 
in  den  in  §  2  behandelten  F&Uen,  so  oft  die  Bedingung  §  1  (10) 
erfUlt  ist.  Ausserdem  wird  die  Bewegung  periodisch,  wenn  der 
Körper  sich  auf  einer  Curve 

X  SS  Const 

bewegt,  und  unter  umstanden  auch,  wenn  die  Bahncurre  die  Glei- 
chung 

fjL  ==  Const 
hat 

Wir  wollen  diese  Fälle  zuerst  betrachten. 

Fall  Fla.     A  =  Const 
Da 

CHAaxisB,  M«eh«a]k  das  HlmmelB.  L  10 
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so  ist  einleuchtend,   dass  k  entweder  gleich  c  ist,   oder  mit  einer 

Wurzel  der  Gleichung 

(2)  i(;i)  =  0 

zusammenfä^llt.  Im  ersten  Falle  bewegt  sich  der  Körper  auf  der 
Linie  K'  K  und  wir  wissen  schon,  dass  hierbei  nur  drei  Fälle  vor- 
kommen können,  entweder  dass  ein  Zusammenstoss  mit  einer  von 
den  attrahirenden  Massen  stattfindet,  oder  dass  der  Planet  sich 
asymptotisch  einem  Punkte  auf  der  Linie  K' K  nähert  (FKa) 
oder  dass  der  Planet  sich  in's  Unendliche  entfernt  Diesen  Fall 
können  wir  also  übergehen. 

Es  erübrigen  noch  die  Fälle,  dass  A  mit  einer  Wurzel  r^  oder  r, 
zusammenfällt. 

Ist  r j  >  c  >  r,,  so  ist  es  nicht  möglich,  dass  i,  mit  r^  identisch 
zusammenfällt  Wir  wissen  nämlich,  dass  dann  für  negatives  h 
in  l  Libration  zwischen  r^  und  c  eintreten  muss  (Ib)  und  fftr 
positives  h  X  in's  Unendliche  wächst  (i76). 

Ist  Tj  >  r^  >  c,  so  muss  h  nothwendigerweise  negativ  sein,  weil 

für  positives  h  wenigstens  eine  Wurzel  negativ  sein  muss.     Es   ist 

somit 

dl 


(3)  (^"-  M*)i^  =  y2(A*-c«)A,(r,-i)(A-r,). 

Schliessen  wir  den  Fall  X^^c  aus,  so  entsteht  hier  immer  eine 
Librationsbewegung  zwischen  r^  und  r,,  und  X  kann  nur  unter  der 
einzigen  Bedingung  constant  bleibe,  dass 

Weil  hier  eine  Doppelwurzel  entsteht,  so  muss 

(4)  (JS:+ZO*-4aA  =  0 
sein  und  folglich  ist 

(Z- Jr')«-4aA<0, 

so  dass  Q^  und  q^  imaginär  werden.  Die  Grösse  jii  schwankt  dem- 
nach zwischen  +  c  und  —  c  und  die  Bewegung  geht  auf  der  Ellipse 
Ä  =  r  vor  sich,  wo  nun  (nach  IFA) 
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ist 

Eine   singalftre  Lösung  der  Differentialgleichung  (3)  ist  immer 

oder  l  =  r^.  Man  findet  aber,  dass  der  zweite  Differentialquotient  Ton 
l  in  Bezug  auf  die  Zeit  dann  einen  endlichen  Werth  hat  Wenn  aber 
l  =  r  eine  Doppelwurzel  bezeichnet,  so  wird  nicht  nur  der  zweite 
Differentialquotient,  sondern  auch  alle  Differentiale  höherer  Ordnung 
föi  l  =  r  identisch  verschwinden. 

Fall  rib.     fjL  =  Canst 

Wenn  wir  auch  hier  yon  den  Fällen  ^  » ±  c  absehen,  so  ist 
die  Differentialgleichung 

wenn  fi  constant  sein  soU,  nur  durch  die  Werthe  fjL  =  q^  sss  g^  =  g 
ZQ  befriedigen. 

FIbcc.     Dann  hat  man  für  negatives  A(s=  — A^) 

(A>-  M»)-^  -  y2(c«-M»)A,(Ai-p)«. 

und  hier  ist  ^  =  (»  eine  unstabile  Lösung. 
Weil  ff  eine  Doppelwurzel  ist^  so  hat  man 

(7)  ?-^<'' 
Mi  ausserdem  ist 

(8)  (jr-Z')*-4aA  =  0. 
Weiter  ist 


r,  J  2A 

oder  nach  (8) 

r,  J  2A  2Äi 


ri  1    _  '-iK+K')±2VKr  _  iVK  ±  VW)^ 


10 


* 
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Es  ist  also 


(9)  ?-V^,. 

Hieraus  folgt,  dass  r^  und  r^  nicht  beide  grosser  als  e  sein 
können.     Wohl  aber  ist  es  möglich,  dass 

r^>  c  >r,. 

Man  hat  nun 

i;(Ä)  =  A,(r,-A)(i-r,) 

und  X  oscillirt  zwischen  r^  und  e. 

Der  Planet  wird  m  dieeem  Falle  eine  pendelartige  Bewegung  axcf 
der  Hyperbel 

ausführen. 

Wenn  K  ==  K\  so  wird  ju  =  0,  und  der  Planet  bewegt  sich  auf 
der  r-Achse  hin  und  her  zu  beiden  Seiten  vom  Goordinatenanfangs- 
punkt.  ^ 

VI  b  ß.  Ist  k  positiv ,  so  bekommt  man  f&r  zusammenfallende 
ö-WerÜie 


'M  — 

^2^ 


(l/?±  Vjt')* 


2A 


Die  beiden  Wurzeln  r  sind  also  hier  negatiy.  Die  Function 
L{})  bleibt  während  der  Bewegung  positiv.  Die  Grösse  X  wächst 
in's  Unendliche. 

Der  Planet  bewegt  sich  in  diesem  Falle  auf  der  Hyperbel 

K-K' 

P Vh- 

in's  Unendliche. 


Periodische    Bahnformen    können    auch    auftreten,    wenn    die 
£lementarperioden  <o^^  und  fo^^  solche  Werthe  haben,  dass 
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wo  ifij  und  m,  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Da  man  m^^  und  oa^^ 
podtiy  wählen  kann,  so  sind  die  Zahlen  m^  nnd  nt,  von  verschiedenem 
Zeichen.     Wir  schreiben  also  besser 

(10)  miö>i,  ~?ii,(ü„  =  0, 

wo  ifij  und  m^  nunmehr  positive  Zahlen  bezeichnen.  Für  die  ent- 
sprechende Periode  erhält  man  dann  den  Werth 

(11)  2T^2m^w^^  -2m, (0,1- 

Nimmt  man  f&r  die  Integrationsconstante  h  einen  bestimmten 
Werth  an  —  unter  den  in  jedem  FaU  möglichen  Werthen  —  so 
wird  die  Gleichung  (10)  erfüllt  f&r  eine  unendliche  Beihe  (discreter) 
Werthe  der  anderen  Integrationsconstante  a,  und  umgekehrt.  Die 
periodischen  Falle  bilden  also  eine  zweifach  unendliche  Menge. 

Je  kleiner  die  Zahlen  m^  und  nt,  werden,  desto  „einfacher^' 
wird  die  entsprechende  periodische  Bewegung.  Am  einfachsten  wird 
sich  also  die  Bahncurve  gestalten,  wenn  m^  =s  m^  »  1.  Im  Allge- 
meinen kann  man  auch  die  Integrationsconstanten  so  wählen,  dass 
dieser  Fall  eintritt  So  beispielsweise  in  Iby  oder  Iccc.  Wir  er- 
halten dann  eine  periodische  Gurre,  die  sich  selbst  nicht  schneidet. 
Im  Falle  Iba  wird  aber  eine  solche  Wahl  kaum  möglich.  Es 
scheint,  dass  die  niedrigsten  Werthe  für  m^  und  m^  hier  i9t|  =  2, 
m,  a  1  sind. 

Betrachten  wir  den  Quotienten 


6>. 


tfl 


den  wir   kleiner  als  die  Einheit  annehmen  können  —  indem  sonst 

ähnliche   Schlüsse  fOr  —  gelten  —  so  wird   also   eine  periodische 

Bewegung  eintreten,  so  oft  v  eine  rationale  Zahl  bezeichnet.  Da 
nnn  innerhalb  einer  beliebig  kleinen  Strecke  immer  unendlich  yiele 
rationale  Zahlwerthe  vorhanden  sind,  wie  klein  diese  Strecke  auch 
gewählt  wird,  so  sind  die  periodischen  Bahncurren,  unter  sämmt- 
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liehen  Bafanformen,  die  für  0  <  t'  <  1  Torkommen  können,  überall 
dicht  yertheilt  Man  braucht  also  nur  eine  unendlich  kleine  Ver- 
änderung von  V  Torznnehmen,  um  von  einer  beliebigen  periodischen 
Bahncurve  zu  einer  —  benachbarten  —  nicht  periodischen  überzu- 
gehen, und  umgekehrt. 

Eine  unendliche  Menge  TOn  Dingen  nennt  man  nach  Cantob 
abzählbar,  wenn  man  die  Elemente  mit  1,  2,  ...,  n...  numeriren 
kann,  so  dass  kein  Element  ausgelassen  wird.  Die  rationalen  Zahlen 
zwischen  0  und  1  bilden  eine  abzählbare  Menge;  man  kann  sie 
in  der  That  in  der  folgenden  Ordnung  aufschreiben 

T'    8^   7'   T*  T>    6»   T*   T*  Tf    99  T*'*» 

SO  dass  man  nach  einander  diejenigen  Zahlen,  deren  Nenner  2,  3, 
4,  5,  6  u.  s.  w.  isty  aufschreibt,  und  für  jeden  Nenner  dem  Zähler  die 
Werthe  1,  2,  3  u.  s.  w.  zuertheilt,  mit  Auslassung  solcher  Werthe, 
deren  Zähler  und  Nenner  relative  Primzahlen  sind. 

Die  periodischen  Bahncurven  bilden  also  eine  abzählbare  Menge; 
was  dagegen  nicht  mit  den  nicht-periodischen  der  Fall  ist  Die 
Menge  der  letzteren  ist  daher  nach  der  Terminologie  von  Cantob 
von  höherer  Mächtigkeit  als  die  Menge  der  periodischen  Gurven. 

Betrachten  wir  die  nicht-periodischen  Bahnen,  so  wissen  wir 
nach  §  2  im  zweiten  Abschnitt,  dass  man  bei  ihnen  die  ellip- 
tischen Goordinaten  X  und  pL  —  und  somit  auch  die  Abstände  r  nnd 
r  des  Planeten  von  den  attrahirenden  Massen  —  in  FoüBiEB'sche 
Reihen  von  der  Form 

(12)  2^«M.cos(ii«i+i,ti,) 


Vi- 


00 


entwickeln  kann.     Diese  Reihen  sind  gleichmässig  convergent,^   und 
M^  und  tt,   bedeuten  lineare  Functionen  der  Zeit  und  von  der  Form 


^  Den  Beweis  hierfür  findet  man  bei  Weiebstrabs  a.  a.  0. 
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(13) 


WO 


(14) 


«1  =  «1  ^  +  /i , 


Man  kann  an  diese  Reihen  einige  interessante  Betrachtungen 
knüpfen,  welche  Ton  grossem  Interesse  für  die  Lösung  des  Problems 
der  drei  Körper  zu  sein  scheint.   Um  zu  der  Beihe  (12)  zu  gelangen, 
kann    man  sich  nämlich  einer  ähnlichen  Annäherungsmethode  wie 
der  in  der  ^törungstheorie''  gebräuchlichen  bedienen.     Fassen   wir 
z.  B.  den  Satelliten''  Fall  IbS  in's  Auge,  in  welchem  der  beweg- 
liche Körper  immer  in  der  Nahe  der  Masse  K  bleiben  muss,   und 
nehmen  wir   die   Masse   K'   ab   verhältnissmässig  klein   an;    dann 
können  wir,  um  zu  dem  Ausdrucke  für  die  Coordinaten  zu  gelangen, 
uns    einer  Enhoickelung  nach  den  Potenzen  der  kleinen  Masse  K'  be- 
dienen.   Bei  der  Bestimmung  der   successiven  Annäherungswerthe 
der  Goefficienten  C^^ ,  ^^  würde  man  dann  (wahrscheinlich)  mit  den 
dnrch  die  sogenannten  kleinen  Divisaren  —  von  welchen  weiter  im 
Folgenden  gesprochen  wird  — ,  welche  Ton  dec  Form  4^4  +  ^^ 
sind,  hervorgerufenen  Schwierigkeiten  zu  kämpfen  haben,   und  die 
Beihen   in   den   yerschiedenen  Annäherungen   würden   nicht  gleich- 
massig  convergent  sein,  obgleich  dies  mit  den  wahren  Beihen  (12) 
der  Fall  ist    Man   könnte  sogar  im  Voraus  sagen,   warum  solche 
Schwierigkeiten  hier  auftreten  müssen.    Die  Eürklärung  scheint  näm- 
lich darin  zu  liegen,  dass,  wie  in  §  3  im  zweiten  Abschnitt  bewiesen 
wurde,  der  Abstand  r  von  dem  Körper  K  in  diesem  Fall  keine  von 
Nuü   verschiedene   untere   Orenze   besitzt.     Es    existirt   deswegen   auch 
kein  mittlerer  Werth  für  diesen  Abstand  in  dem  Sinne,  wie  man  diesen 
in  der  Störungstheorie  benutzt. 


Es  scheint  mir  in  der  That  möglich,  dass  man  in  ähnlichen 
Umständen  die  Erklärung  der  merkwürdigen  Convergenz-Verhältnisse 
der  Beihen  in  der  Störungstheorie  zu  suchen  hat 
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§  7.    Zusammenstellung  der  verschiedenen  Bahnformen,  die  bei 
der  Attraction  eines  Körpers  nach  zwei  festen  Centren  auftreten 

Icönnen. 

1)  Oeradlinige  Bewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  auf  der  Linie 
K'  K  oder  deren  Verlängerung. 

Der  Planet  bewegt  sich  in  der  Anfangsrichtung^  bis  er  mit 
einer  der  Massen  zusammenstösst     laa,   I^ßj   II aa  u.  A.; 

oder  der  Planet  bewegt  sich  in  der  Anfangsrichtung,  bis  er 
einen  bestimmten  Punkt  erreicht;  kehrt  dann  um  und  stösst  nach 
einiger  Zeit  mit  einer  Masse  zusammen.     lay,  laS  u.  A. ; 

oder  entfernt  sich  auf  der  X-Achse  in's  Unendliche.     Uaa\ 

oder  nähert  sich  unbegrenzt  einem  zwischen  K'  und  K  gelegenen 
Punkt,  ohne  denselben  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen.     VKa. 

2)  Lemniscatenbewegung:  Die  Bahncurve  erfüllt,  wenn  die  Be- 
wegung nicht  etwa  periodisch  ist,  den  ganzen  innerhalb  einer  EHUpse 
eingeschlossenen  Raum  überall  dicht     Iba,  Ibß.     Fig.  2. 


Fig.  2. 


Fig.  8. 


3)  Satellitenbewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  innerhalb  eines 
abgeschlossenen  Raumes,  in  welchem  sich  die  eine  Masse  K  oder  K' 
befindet  Die  Begrenzung  dieses  Raumes  bilden  Theile  einer  Ellipse 
und  einer  Hyperbel.  Die  Bahncurve  ist  entweder  periodisch  oder 
erfüllt  den  betreffenden  Raum  überall  dicht    Iby,  IbS.    Fig.  8. 

4)  Planetenbewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  (wie  ein  äusserer 
Planet)    in    einem    von    zwei   confocalen   Ellipsen   eingeschlossenen 
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ireder  periodisch,  in  welchem  Falle 
fr  aie  erfüllt  den  betreffenden  Baum 
.  4. 


rwi^.-  Der  Pl&net  entfernt  sich  in's 
ntren,  indem  er  in  immer  grösseren 
sehen  beiden  Zweigen  einer  Hyperbel 


hin  and  her  schwankt    Ilay,  III aß, 
tuMfung:    Der  Planet  entfernt  sich 
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in's   Unendliche^    indem    er    zwischen    zwei    confocaJen  Hyperbeln 
periodisch  hin  und  her  schwankt.     11  aS.    Fig.  6. 

7)  Divergirende  Spiralbewegung:    Der  Planet  entfernt  sich  in's 
Unendliche,    indem   er   immer   grössere  Windungen  nm  die  Linie 

K'K    ausführt       Haß,     II  ba, 

^^ ^^- Illaa,  lllba.    Fig.  7. 

8)      Convergirende     Spiralbe' 

wegung:    Der  Planet  nähert  sich 

asymptotisch     in    immer     kleiner 

werdenden  Windungen   der  Linie 

K'£,      ohne     sie     in    endlicher 

Zeit  zu  erreichen.    IFBa,  IV  C, 

Fig.  8. 

9)    Convergirende    Pendelbewegung:      Der    Planet    nähert    sich 

asymptotisch  in  pendelartigen  Schwingungen  auf  beiden  Seiten  der 

Jf- Achse,  entweder  einer  Hyperbel  {VKb)  oder  der  X-Achse,  ohne 


Fig.  8. 


Fig.  9. 
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Fig.  10. 


diese  Grenze  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen.     VKby  IVB ß^  FM^ 
VN,  VF.     Figg.  9  und  10. 


K' 


K 


Fig.  11. 


10)  ÄsymptoUech'  geradlinige  Bewegung:    Der  Planet  nähert  sich 
asymptotisch  einer  der  X-Achse  parallelen  Linie.    VL^  FO.    Fig.  11. 
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11)  ElUptUche  Bewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  in  einer 
bestimmten  Bichtimg  auf  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 

ist     ria. 

12)  Hyperbolische  Bewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  auf  einer 
Hyperbel 

entweder  so,  dass  er  sich  auf  der  Hyperbel  in's  Unendliche 
entfernt  Der  Focus  dieser  Hyperbel  liegt  dann  in  der  grosseren 
Masse  (Z).     Vlbß-, 

oder  so,  dass  er  auf  der  Hyperbel  um  die  X-Achse  pendel- 
artig hin  und  her  schwankt  Der  Focus  dieser  Hyperbel  liegt 
dann  in  der  Kleineren  Masse  (f). 
riha,     Fig.  12. 

Äüe  hier  betrachteten  BewegungS' 
formen  mit  Ausnahme  von  FIba  sind 
stabilj  und  man  kann  nicht  bei  einer  un- 
endlich kleinen  Äenderung  der  Integra- 
tumscanstanten  (h  und  a)  von  einer 
Form  zu  einer  anderen  übergehen.  ^-  ^^* 

Die  oben  von  mir  eingeführten 
Namen  für  die  verschiedenen  Bewegungsformen  geben  zwar  nicht  immer 
einen  adäquaten  Ausdruck  Air  die  entsprechenden  Bahncuryen.  Sie 
scheinen  mir  indessen  auch  nicht  allzu  unklar  zu  sein.  Für 
die  genauere  Beschreibung  verweise  ich  auf  die  vorigen  Para- 
graphen. 

In  seiner  classischen  Arbeit  über  die  elliptischen  Integrale  hat 
Legjbndbe  dem  Problem  der  Attraction  nach  zwei  festen  Centren  eine 
ausführliche  Untersuchung  gewidmet^  Er  hat  sich  dabei  auf  den 
Fall,  dass  A  negativ  ist,  beschränkt,  in  welchem  wie  wir  gesehen  haben, 
die  Bahncurven  im  Endlichen  liegen.  Von  den  hier  möglichen  Be- 
wegungen hat  er  Nr.  1,  2,  3,  4,  8,  9,  11,  12  behandelt    In  Bezug 


*  ^Trmit6  des  Fonctions  elliptiques.''    T.  I. 
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auf  die  convergirende  Pendelbewegung  Nr.  9  hat  er  aber  nur  den 
Fall  behandelt,  dass  der  Planet  sich  der  X-Achse  asymptotisch 
nähert  (Fig.  10).  Den  allgemeinen  Fall  (Fig.  9),  dass  der  Planet 
sich  asymptotisch  einer  Hyperbel  nähert,  scheint  er  übersehen 
zu  haben.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  Lbgendbe  die  wichtige 
Eigenschaft  der  nicht- periodischen  Bahnen,  den  zulässigen  Bereich 
überall  dicht  zu  erfüllen,  nicht  unbekannt  war.  Wenigstens  erwähnt 
er  dies  ausdrücklich  in  Bezug  auf  die  Planetenbewegung  Nr.  4 

Die  geradlinige  Bewegung  wird  von  Legendbb  unter  der 
Voraussetzung  behandelt,  dass  der  Planet  die  Massen  K  und  K' 
passiren  kann.  Ich  habe  es  für  rathsamer  gehalten,  die  Bewegung 
mit  dem  Zusammenstoss  endigen  zu  lassen,  weil  der  physikalische 
Sinn  der  Bewegung  und  die  Gültigkeit  der  Differentialgleichungen 
hier  aufhören  zu  gelten. 

LEaENDBB  stützt  sich  bei  der  Behandlung  dieses  Problems  aof 
seine  tiefgehenden  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Integrale. 
Die  Behandlung  wird  aber  hierdurch  imnöthigeirweise  weitläufig  und 
schwierig. 

Die  Discussion  der  Bewegung  geschieht  dagegen,  wie  wir  gesehen 
haben,  oben  fast  ohne  Bechenarbeit  und  ohne  weitläufige  Formeln. 
Es  würde  keinen  Yortheil  bringen,  wenn  man  statt  der  Integrak 
von  Legendbe  die  elliptischen  Functionen  einführen  wollte.  Für  die 
Discussion  der  Bewegungsformen  ist  dies  überflüssig  und  f&r  die 
Berechnung  der  Werthe  der  Coordinaten  zu  einer  beliebigen  Zeit 
ist  es  nur  ein  grosser  Umweg,  da  man  hierdurch  nicht  die  Coordi- 
naten durch  die  Zeit,  sondern  die  Zeit  durch  die  Coordinaten  aus« 
gedrückt  erhält  Durch  die  Formel  (12)  werden  aber  die  Co- 
ordinaten direct  als  Functionen  der  Zeit  gegeben  und  die  Coef- 
ficienten  in  den  Reihen  können  immer  und  auch  verhältnismässig 
leicht  berechnet  werden. 

§  8.    Beispiele. 

Obgleich  in  der  Natur  keine  Beispiele  bekannt  sind,  in  denen 
die   Bewegung   eines   Körpers   durch   die  Attraction   zweier   festen 
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Centra  bestimmt  ist,  so  kommen  docb,  wenn  es  sich  um  drei  Körper 
handelt,  die  sich  nach  dem  NsrwroK'schen  Gesetz  gegenseitig  an- 
ziehen, verschiedene  Fälle  yor,  in  denen  es  berechtigt  scheint,  an- 
zunehmen, dass  das  Problem  von  der  Anziehung  zweier  fetten  Centra 
uuüUierungsweise  zn  einer  Auffassung  der  Bahncuire  führen  kann. 

Ein  solcher  Fall  wäre  z.  B.  vorhanden,  wenn  man  die  Be- 
wegung eines  kleinen  Körpers  untersuchen  wollte,  der  mit  grosser 
Geschwindigkeit  durch  ein  Doppelstemsystem  hindurchgeht 

Auch  in  unserem  Planetensystem  fehlt  es  nicht  an  Beispielen, 
in  denen  es  möglich  wäre,  in  dieser  Weise  zu  einer  Annäherung 
an  die  wahre  Bahn  zu  gelangen.  Betrachtet  man  z.  B.  das  System, 
das  aus  der  Sonne,  einem  Planeten  und  einem  zu  demselben  ge- 
hörenden Satelliten  besteht,  so  wird,  wenn  der  Satellit  hinreichend 
nahe  dem  Planeten  liegt,  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Planeten 
um  die  Sonne  als  sehr  klein  betrachtet  werden  können,  und  man 
würde  also  wenigstens  f&r  eine  kürzere  Zeit  die  Sonne  als  stillstehend 
betrachten  können,  und  den  Satelliten  als  von  zwei  festen  Centren 
angezogen.  Handelt  es  sich  um  die  Bewegung  eines  kleinen  Pla- 
neten unter  der  Anziehung  der  Sonne  und  eines  grossen  Planeten 
—  Jupiter  oder  Saturn  — ,  so  lassen  sich  auch,  wie  in  einem 
der  folgenden  Abschnitte  gezeigt  wird,  die  Coordinaten  des 
Planeten  nach  Potenzen  der  Winkelgeschwindigkeit  des  grossen 
Planeten  entwickeln  und  man  wird  somit  zu  einer  Annäherungs- 
meihode  geführt,  in  welcher  das  Problem  von  der  Anziehung  zweier 
festen  Centra  die  erste  Annäherung  geben  würde.  Zwar  ist  die 
Convergenz  dieser  Annäherungen  nicht  untersucht  worden;  nichts 
desto  weniger  mag  es  doch  von  Interesse  sein,  die  Bahnen,  die 
man  so  in  der  ersten  Annäherung  bekommen  würde,  einer  Prüfung 
zn  unterziehen. 

Gesetzt,  dass  ein  Körper  auf  der  Verbindungslinie  £' K 
zwischen  der  Sonne  {K)  und  einem  Planeten  (K')  sich  befindet^ 
nnd  dass  derselbe  beim  Anfang  der  Bewegung  mit  einer  zu  dieser 
Linie  senkrechten  Geschwindigkeit  fortgeschleudert  wurde,  wobei 
K'  und  K  als  stillstehend  betrachtet  werden;  es  soll  seine  Bewegung 
untersucht  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Körper  von 
K'  und  K  nach  dem  NEwroN'schen  Gesetz  angezogen  wird. 
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Wir  haben  also  zunächst  die  Integrationsconstanten  k  und  « 
zu  bestimmen  und  dann  daraus  die  Wurzeln  r^,  r^,  q^,  q^  zu  be- 
rechnen. 

Nach  Formel  (6)  und  (5*)  §  1  hat  man  folgende  Formeln  zur 
Berechnung  von  h  und  a: 


(■)  ^-ii>-'-'">yh+^]-'^^+'^ 


(2)  «  =  T^i^-(^+^')^-*^*. 
oder 

(2*)  - « = ^2  (7''*- y + (z  -  jco  ft + A  ft' . 

Wir  haben  hierin  die  Werthe  ^,  ß^,  ^q  und  fi^  für  den  An- 
fang der  Bewegung  einzusetzen ,  um  die  Werthe  von  h  und  a  zu 
erhalten. 

Die  Einheit  der  Längen  wählen  wir  so,  dass  c  =  1.  Der  Ab- 
stand K'  K  ist  dann  gleich  2.  Liegt  der  Körper  beim  Anfang  der 
Bewegung  in  dem  Abstände  a  von  K\  so  ist  somit 

(3)  A,  =  1;     ^,  =  l-a. 

Um  die  Werthe  der  Differentialquotienten  Ä^'  und  (Aq  zu  er- 
halten^  bedienen  wir  uns  der  Gleichungen  I  §  7  und  erhalten  dann, 
weil  nach  den  gemachten  Voraussetzungen 

die  folgenden  Gleichungen: 

oder  nach  den  erhaltenen  Werthen  fttr  l^  und  /Aq 


§  8.     Beiapiele.  159 


Es  irird  also 


0-(l-a)V  +  < 


(4)  V-<  =  0, 

und 


(4*) 


V     _        V 


VV-'l       ]/l-(l-a)' 


Setzt  man  die  Werthe  (3),  (4)  and  (4*)  in  (1)  and  (2)  ein,  so 
wird  non 

(5*)  -  a  =  (^  -  iT)  ( 1  -  a)  +  A  ( 1  -  a)« . 

Wenn  die  Werthe  der  Massen  K  und  K',  des  Abstandes  a  und 
der  Anfangsgeschwindigkeit  y^  gegeben  sind,  so  sind  also  die  Werthe 
von  h  und  a  hierdurch  bestimmt 

Ich  werde  nun  in  Bezug  auf  a  zwei  yerschiedene  Annahmen 
machen,  die  eine  dem  Fall  entsprechend,  dass  es  sich  um  einen 
Planeten  handelt,  der  sich  zwischen  der  Sonne  und  dem  störenden 
Planeten  bewegt,  die  andere  einem  Satellitenfall  entsprechend. 

Zuerst  bemerke  ich  indessen,  dass  die  Gleichung  (5*)  in  folgender 
Form  geschrieben  werden  kann: 

M{1  -a)=ö, 

wo  M{fA)  dieselbe  Bedeutung  wie  in  den  vorigen  Paragraphen  hat 
Die  eine  von  den  Wurzeln  (p^ ,  (>,)  ist  also  gleich  1  —  a,  d.  h.  gleich 
demjenigen  Werth,  den  (a  beim  Anfang  der  Bewegung  hat  Die 
eine  Begrenzung  des  zulässigen  Bereiches  für  die  Bahncurve  geht  somit 
(birck  denjenigen  Punkt,  in  dem  die  Bahncurve  (beim  Anfang  der  Be- 
wegung) die  Linie  K'  K  senkrecht  schneidet 

um  ein  einfaches  planetoidähnliches  Beispiel  zu  erhalten,  setzen 
wir 
a=l.i 

'  Dies  würde  etwa  einem  kleinen  Planeten  entsprechen,  der  sich  im 
mittleren  Abstände  der  Asteroiden  befindet  und  der  vom  Jupiter  „gestört''  wird. 
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(6) 


Es  wird  nun  nach  (6"^ 


Die  Anfangsgeschwindigkeit  y^'  hestimmen  wir  in  der  Weise, 
dass  der  Planetoid,  wenn  die  Anziehung  des  Planeten  K'  aufhörte, 
sich  in  einem  Kreise  um  die  Sonne  {K)  bewegen  würde.  Wie  man 
im  folgenden  Paragraphen  findet,  wird  dann 

(7)  y«'*  -  ^  =  ^. 


so  dass 

A  =  — - 

2 


(8)  A=-^-Z'. 


Um  nun  die  Grenzcurve  des  zulässigen  Bereiches  zu  finden, 
hat  man,  nach  dem  yorigen  Paragraphen,  die  Wurzehi  der  Glei- 
chungen 

und 

j|f(fi)  =  0 

zu  berechnen.    Da  er  ss  0  ist,  so  ist  einfach 

« 
oder 

Jlf(^)  =  (Z  -  ZO^  -  (i- JT  +  r)/»» 
Es  ist  also 


«• 

2(Ä-+Z0 

^2 

K-h2K' 

'•l 

=  0 

9i 

2(jr- IT) 

~  ir  +  2iP 

c,  =  o. 


§  8.     BaufMs. 
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Man  hat  somit  nach  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Paragraphen 

ri  >  c  >  r, 

und  wir  befinden  nns  in  dem  Falle  Iby  in  %  2. 

Wir  finden   nun  fbr   X 
und  /i  folgende  Grenzen 


2{K  +  r) 

0 


1 


- 1. 


Die  Bewegung  ist  eine 
Libiationsbewegnng.  Für 
^  =  0  erhält  man  die  T- 
Achse  AOB.    Die  Ellipse 


;i  = 


hat    angenähert    die    halbe 
grosse  Achse  gleich  2,  weil 

die  Masse  £'  klein  ist  Die  Bewegung  geht  innerhalb  des  Gebietes 
ÄßC  Yor  sich,  das  von  der  Bahncurve  überall  dicht  erfbllt  wird. 
Es  ist  bemerkenswerth,  dass  für  jeden  Werth  von  K'  die  eine  Be- 
grenzung des  zulässigen  Gebietes  immer  yon  der  T-Achse  gebildet 
wird. 

Gehen  wir  nun  zum  zweiten  Fall  über,  dass  nämlich  der  kleine 
Körper  sehr  nahe  am  Planeten  K'  senkrecht  zur  Linie  K' K 
fortgeschleudert  wird.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Körper  eine 
solche  Anfangsgeschwindigkeit  besitzt,  dass  er,  wenn  die  An- 
ziehung der  Sonne  yemachlässigt  werden  könnte,  sich  in  einem 
Kreis  um  £'  bewegen  würde,  so  hat  man 


also 

(9) 


yo'*  = 


K' 


A=  - 


2  -  a 


2a' 


WO  nun  a  eine  kleine  Quantität  bezeichnet 

'  CuAMUMRj  Mechanik  des  HlnunelB.  L 
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Bewegt  sich  der  Körper  um  K  oder  um  K*t  um  dies  zu  ent- 
Bcheiden,  müssen  wir  die  Wurzeln  r^,  r,,  q^j  q^  berechnen.  Es  ist 
nun 

M{\  -  a)  =  (Z  -  ^0(1  -  a)  +  Ä(l  -  a)«  +  «  =  0, 
so  dass,  wenn  M{\  ^  a)  von  M{pi)  subtrahirt  wird, 

M{ii)  =  (Z~  Z'  +  ÄO*  +  1  -  a))  (^  -  (1  -  a)). 

Für  die  eine  Hyperbel,  welche  das  Gebiet  begrenzt,  innerhalb 
dessen  der  Körper  sich  bewegen  kann,  ist  die  halbe  grosse  Achse 
gleich  1  —  a .  Ist  nun  die  andere  Hyperbel  näher  an  K  gelegen, 
so  muss  sich  der  Körper  um  K'  bewegen,  sonst  um  K.  Die  Be- 
dingung dafür,  dass  der  Körper  ein  Satellit  um  K'  wird,  ist  also 

h <1-«. 

oder,  wenn  man  den  Werth  von  h  einsetzt, 

(10)  ^>      ^ 


2-0 

Für  den  Erdmand  ist 

i:==820000Z' 
200a  =  1, 

und  man  findet  somit^  dass  hier 

K  K 

:^  ^  — ZI — 

a«   ^    2  -  a 

ist,  und  folglich  wird  ein  Körper,  der  unter  den  gesagten  Be- 
dingungen im  Abstände  des  Mondes  sich  befände,  sich  um  die 
Sonne  und  nicht  um  die  Erde  bewegen,  wenn  beide  stillstehend  be- 
trachtet werden.  Dies  gilt  auch,  wenn  man  statt  der  siderischen 
Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  sich  der  synodüehen  bedient. 


§  8.    Beispiele.  163 


£b  kommt   dies  beim   ersten  Anblick  etwas   befremdend  vor. 
Man  Ultte  vielleicht  erwartet,  dass  doch  der  Körper  sich  um  die 
Erde  bewegen  würde.    Bei  näherem  Nachdenken  findet  man  jedoch, 
dass  das  Resultat  nicht  anders  sein  kann,  da  man  nämlich  hier  die 
Attraetum  der  Sonne  auf  die  Erde  versäumt  hat.   Die  directe  Anziehung 
der  Sonne  auf  den  Mond  ist  in  der  That  fast  doppelt  so  gross  wie 
die  directe  Anziehung  der  Erde  auf  denselben  Körper.    Die  Un- 
gleichheit (10)   mag   einfach    so  ausgesprochen  werden,    dass  der 
Körper  sich  um  die  Sonne  bewegt,  wenn  der  doppelte  Werih  der 
Anziehung  der  Sonne  grösser  als  die  Anziehung  des  Planeten  ist 
Man  würde  also  ftir  unseren  Erdmond  die  Attraction  von  zwei 
festen  Centren   nicht  als  eine  erste  Annäherung  benutzen  können. 
Würde  man  statt  dessen  z.  B.  den  inneren  Marsmond  Phoboe 
wählen,  so   würde  man  finden,   dass  die  Anziehung  des  Mars  auf 
Phobos  200  mal  grösser  als  die  Anziehung  der  Sonne  auf  diesen 
Satelliten    ist     Für    den  I/eptunstrabanten  ist   die   Anziehung   des 
Uanptplaneten  mehr  als  das  8000  fache  der  directen  Anziehung  der 
Somie.    In  diesen  Fällen  könnte  man  also  in  der  ersten  Annäherung 
die  Sonne  als  stillstehend  betrachten. 
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VIERTER  ABSCHNITT 


DAS  PROBLEM  DER  ZWEI  KÖRPER 


§  I.    Allgemeine  Betrachtungen. 


Wird  der  Anfangspiinkt  der  Coordinaten  in  die  eine  Masse 
^m^)  gelegt,  und  bezeichnen  wir  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  der 
anderen  Masse  (m,)  in  diesem  Coordinatensystem,  so  ist 


(1) 


+  ^-0, 


d^%    ,   11% 
dfi  "^  7»" 


=  0, 


-0, 


wo 


^  =  A«(mj  +m,), 
r*  Ä  **  +  y*  +  z*, 

und  k^  die  Einheitskraft  bezeichnet 

Ans  diesen  Differentialgleichangen  erhält  man  unmittelbar  die 
folgenden  Integrale,  nämlich: 


(2) 


m^mH^-'-^*'"" 


das  man  das  Integral  der  Uhendigen  Kraft  nenni,  und 


(3) 


dx         dy 


dz 


dx 


'  dt  ^'dt  ~^«' 
dy         dx  _ 

^di'^ydt~^^' 


welche  die  Flächenmtegrale  genannt  werden. 
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Werden  diese  Integrale  mit  x,  y,  z  bez.  mnltiplizirt  und  die 
Resultate  addirt,  so  erhält  man 

(4)  c^x  +  c^t/  +  e^z  =  0, 

die  Gleichung  einer  Ebene.     Aus  dieser  Gleichung  folgt  somit,  dass 
die  Bewegung  in  einer  festen  Ebene  vor  sich  geht. 

Bezeichnen  wir  mit  a,  ß  und  y  die  Winkel,  welche  die  Normale 
dieser  Ebene  mit  den  Coordinatenachsen  bilden,  so  kann  man  die 
Gleichung  der  Ebene  auch  in  der  Form 

*  cos  a  +  y  cos  /9  +  z  cos  7'  =  0 
schreiben,  und  es  ist  also 


COflp  COßy  r    1     •     j     '     » 


cosa 


Ist  i  die  Neigung  der  Bahnebene  gegen  die  X  F-Ebene,  ii  der 

Winkel,   den   der    aufsteigende 
'l  ^1  Knoten  der  Bahnebene  auf  der 

"^  -^^  AT-Ebene    mit    der    X-Achse 

^  bildet,  so  findet  man  unmittel- 

bar, dass 

cos  <r  =  sin  t  sin  ii , 
cos/?  =  —  sintcosfi, 
cos;'  =      cost, 


also 


(5) 


'    Cj  s      csinisinfi, 
e^  =  -^  c  sin  t  cos  £i , 


Fig.  14. 


'8 


CCOSt 


WO  gesetzt  ist 


Werden  die  Coordinatenachsen  gedreht,  so  ändern  sich  i  und  ii, 
also  auch  c^,  c,  und  c,,  wogegen  c  unverändert  bleibt. 
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Die  Form  der  Bahncurve  wird  von  den  Werthen  der  Integra- 
tionsconstanten  c  und  h  bestimmt  Man  erhält  in  der  That  folgende 
?ier  Formen: 

1)  c  =  Qj  geradlinige  Bewegung, 

2)  h^  negativ,  elliptische  Bewegung, 

3)  Aj  gleich  ^ull,  parabolische  Bewegung, 

4)  Aj  positiv,  hyperbolische  Bewegung, 

welche  Fälle  wir  nach  einander  untersuchen  wollen.  Wir  werden 
dabei  die  HAMiLTON-JACOBi'sche  Differentialgleichung  zum  Ausgangs- 
pazüd;  der  Integration  wählen,  weil  man  hierdurch  zu  näherem  An- 
schloss  an  das  Problem  der  drei  Körper  kommt 


§  2.    Integratioii  der  HAmiTON-jACOBrachen  DilTerentialgieichung 

fDr  daa  Zwei-Körperprobiem. 

In  I  §  9  wurde  schon  gezeigt,  dass  die  HAjnLTON«JAGOBi'sche 
DijSferentialgleichung  fbr  die  Polarcoordinaten  im  Zwei-Eörperproblem 
die  folgende  ist: 

")       (!?)•  + Ml^"  +  ^dr^  (l?r  -  V  +  H . 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  diese  Gleichung  durch  Separa- 
tion der  Yariabeln  integrirt  werden  kann.  Man  kann  hier  das 
Theorem  von  Stackbl  zur  Anwendung  bringen.  In  der  That,  wenn 
Ulan  setzt 


9ii  = 

1, 

Vii  =      0» 

981  =  0» 

(2) 

9l2=- 

1 

922=         1  » 

932  =  0, 

9l8=* 

0, 

1 
r%B  ~        cos' 9' 

988  =  ^  » 

80  hat  man 

J  = 

Vii 

=  1       (i,j  =  l,2 

,  3), 

Qfld  es  ist 

1      dJ   __^ 

1 
A 

dJ         1           1     dJ 

1 

~    r"  cos"  ip 
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Die  CSoeffidenten  der  partiellen  DifFerentialqnotienten  der  linken 
Seite  Yon  (1)  sind  also  Yon  derjenigen  Form,  die  f&r  die  Anwendung 
des  Theorems  von  Stägeel  erforderlich  ist,  und  man  hat  weiter 

(3)  V;i=^,       %^0,       t/;,«0. 

Wir  können  also  unmittelbar  nach  den  Formeln  ü  (19)  das 
Problem  auf  Quadratur  zurückführen.  Die  entsprechenden  Glei- 
chungen werden 

(4)  dt=  ^"^ 


(4*)  0  =  - 


(4**)  0  =  - 


]/':  *  '■>  - 

2a, 

dr 

1        **' 

) 

"iH 

-  +  2ai 
dq> 

2  a, 

dd 

1/2«, 

2a, 
008*9 

cos'flpiy 

2  a,  - 

2a, 

• 

WO  k^  zsi  cc^.  Die  intermediären  Integrale  werden  erhalten,  indem 
man  diese  Gleichungen  nach  dr,  dq>  und  dd  auflöst  und  man  be- 
kommt dann: 


(5) 


«.2 

r 


rfr_     /2iir7T~  2  a, 

dt        y       *       008*9 


dß 


r*C08*y  ^  =  yYa^dt. 


Man  kann  bei  der  Discussion  der  Bewegung  entweder  von  (4) 
oder  (5)  ausgehen,  je  nachdem  man  die  in  §  3  oder  §  2  des  zweiten 
Abschnittes  enthaltenen  Sätze  benutzen  will.  Aus  (4)  ist  ersichtlich, 
dass  wir  hier  vor  einem  Beispiel  bedingt  periodischer  Bewegungen 
stehen,  und  ich  werde  in  einem  anderen  Paragraphen  die  Sätze,  die 
hieraus  für  das  Zwei-Eörperproblem  folgen,  ableiten. 
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Aas  der  letzten  Gleichung  (5)  folgt,  dass  a^  positiv  sein  muss, 
weil  sonst  dd  imaginär  wird,  und  aus  der  zweiten  Gleichung  geht 
dsim  herYor,  dass  auch  er,  positiv  sein  muss.    Wir  setzen  also 


(6) 


I 


2«,  =  *,*, 
2«,  =  V. 


wo  A,  und  A3  reelle  Grössen  bezeichnen,  welche  auch  gleich  Null 
sein  können. 

Führen  wir  nun  diese  Grössen  in  (4)  ein  und  integriren,  so  er- 
halten wir  nach  der  Integration  folgende  Gleichungen 


ij) 


ffi+t 


dr 


r  r' 


U. 


U. 


r       '         h  r 

/d9> 
^  cos' 9 


wo  nun  H^,  H^,  H^  drei  neue  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
Die  Constante  o^  fällt  nach  11  §  1  mit  der  Constante  h^  der  leben- 
digen Kraft  zusammen. 

Die  Gleichungen  (7)  enthalten  die  vollständigen  Integrale  mit 
der  erforderlichen  Zahl  von  6  Integrationsconstanten. 

Bevor  wir  nun  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  Coordinaten  r, 
if  und  0  als  Functionen  der  Zeit  ausdrücken,  wollen  wir  die 
Form  der  Bahncurve  flir  verschiedene  Werthe  der  Integrations- 
constanten discutiren.  Da  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
Amden  haben,  dass  die  Bahn  in  einer  Ebene  liegt,  so  genügt  es,  um 
die  Form  der  Bahn  kennen  zu  lernen,  den  Abstand  (r)  zwischen  den 
beiden  Körpern  als  Function  von  der  Zeit  zu  finden.  Dies  geschieht 
aber  mit  Hilfe  der  ertten  Gleichung  (7),  die  wir  also  nun  unter- 
suchen wollen. 

Aus    der    zweiten   Gleichung  (5)    geht  hervor,   dass  man   ftlr 
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a^rsiO  auch  cc^^  0  haben  muss,  und  man  erhält  somit  f&r  tf ,  »=  O 
das  Besultat)  dass  sowohl  (p  wie  0  constant  sein  müssen,  so  dass 
der  Körper  sich  auf  einer  geraden  Linie,  dem  Badius  Yector, 
bewegt.  Der  vom  Badius  Yector  in  der  Zeiteinheit  überstrichene 
Flächenraum  ist  dann  offenbar  gleich  Null,  und  wir  sehen  also,  dass 
der  Fall  A,  =  0  (oder  o,  =  0)  und  c  =»  0  einander  entsprechen. 


§  3.    Geradlinige  Bewegung,    c  =  0. 

Nach  §  2  des  zweiten  Abschnitts  wissen  wir,  dass  die  Aende- 
rungen  der  durch  die  Differentialgleichung 

bestimmten  „mechanischen''  Grösse  r  yon  den  Werthen  der  Wurzeln 

der  Gleichung 

(2)  yj^O 

bedingt  sind.  Diese  Wurzeln  können  nicht  imaginär  sein.  Wenn 
dies  nämlich  der  Fall  wäre,  so  könnte  rp[r)  f&r  reelle  Werthe  von  r 
nicht  das  Zeichen  wechseln.  Nun  ist  aber  für  hinreichend  kleine 
Werthe  Yon  r  i/;(r)  noth wendig  negativ,  also  müsste,  wenn  die 
Wurzeln  imaginär  wären,  ^{r)  negativ  sein,  was  unmöglich  ist. 
Die  Wurzeln  können  also  nicht  imaginär  sein. 

Für  c  =  0  (also  auch  h^  =  0)  kann  die  Gleichung  ^  =  0  nicht 
mehr  als  eine  Wurzel  haben.  Diesen  Fall  woUen  wir  nun  unter- 
suchen; wir  wissen  schon,  dass  die  Bewegung  dann  auf  dem  Badius 
Vector  vor  sich  geht    Es  ist 

Ist  nun  erstens  h^  posiäv,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  ftir 
keinen  reellen  (positiven)  Werth  von  r.  Hieraus  folgte  dass  in 
diesem  Falle  r  immer   wächst   oder  immer   abnimmt    Die   beiden 
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-  2fr 


Körper  entfernen  sich  entweder  Yon  einander  in's  Unendliche  oder 
siosBen  znletzt  mit  einander  znaammen. 

Ist  zweitens  h^  negativ^  so  setzen  wir 

(3)  Ai f, 

80  dass 

[dij  r 

Nach  der  in  IE  §  2    entwickelten  Methode  fähren  wir    eine 
Hil&?eränderliche  w  durch  die  Gleichung 

ein,  so  dass  nun 

wo  ß  eine  noch  unbestimmte  positive  Constante  bezeichnet 

Aus  (5)  folgt,  dass  w  mit  t  immer  wächst    Die  Gleichung  (4) 
giebt 


Setzt  man  also 


oder 


f-2ß 


0)  ß=  ^ 


2fA 


so  wird 

(8)  r  =  -^(l-u.»). 

Dieser  Werth,  in  (5)  eingesetzt,  giebt 

(9)  yi-w*du)  =  -^dt, 

and  man  bekommt  also  nach  der  Integration 

(10)  M,yi  _„»4.arcsintp=-i^^^^('-^>)- 


1 
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Die  Gleichungen  (8)  und  (10)  enthalten  die  Lösung  des  Pro- 
blems. Für  t  <  t^  ist  w  negativ  und  wächst  dann,  bis  man  ftbr 
t=^tQ  den  Werth  u>  ^0  erhält.     Der  Abstand  r  hat  dann  seinen 

Maximalwerth  f  =  -^  j .    Nachher  fängt  r  an  abzunehmen,  bis  zuletzt 

nach  einer  endlichen  Zeit  die  beiden  Körper  zusammenstossen.    Dies 
geschieht  zu  der  Zeit 

(11)  t-L^      /^  »/  ^' 

Zur  Berechnung  des  Werthes  von  r  zu  einer  beliebigen  Zeit 
muss  die  Gleichung  (10)  nach  w  aufgelöst  werden.  Da  diese  Glei- 
chung transcendenter  Natur  ist,  so  ist  diese  Berechnung  nur  durch 
Beihenentwickelungen  oder  andere  Annäherungsmethoden  ausfahr- 
bar. Wenn  der  Abstand  zwischen  den  Körpern  klein  ist,  so  kann 
man  sich  einer  Entwickelung  nach  gebrochenen  Potenzen  der  Zeit 
bedienen,  die  ich  jetzt  ableiten  wilL 

Aus  (1)  folgt  durch  Differentiation 

m  ft  — J- 

Stossen  die  Körper  zur  Zeit  t  =a  0  zusammen,  so  wollen  wir 
eine  Beihenentwickelung  Yon  r  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  suchen. 

Statt  r  f&hren  wir   eine  neue  Veränderliche  q   ein   durch   die 
Gleichung 

(13)  r^y^e, 

und  erhalten  dann 

Setzen  wir  nun 
(15)  Q^yt^, 

so  erhalten  wir 

do  1 
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Der  Werth  (15)   f&r    g    befriedigt    offenbar   die  Differential- 
gleichung  (14),  wenn  m  und  y  so  gewählt  werden,  dass 


(16) 


{ 


2— ma2m, 
m{m  —  l)y'  =s  —  1 , 
welche  Gleichungen  geben 


(KT) 


8 
m-y, 


-n- 


Es  ist  also 


(17) 


»  .. 


*■/.  -  T 


ein  particularee  Integral  von  (If).  Dasselbe  enthält  indessen  keine 
Integrationsconstante.  Wir  suchen  nun  ein  allgemeineres  Integral, 
indem  wir  ftr  (>  die  Form 

(18)  e«T  +  «,T»  +  a3T»  +  ... 

annehmen. 

Hieraus  bekommt  man 


^-(2«,  +  6«,z+...)(^)* 


«PT 


+  (1+2«,T  +  3«,T»  +  ...)^, 


Ek  ist  aber  nach  (17) 


m- 


50  dass  wir  erhalten 


T^=-i  +  ^  +  H  +  20«,T  + 
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Weiter  ist  nach  (18) 


e^  =  T>  +  2a, T«  +  (a,*  +  2«,) r*  +  . . ., 
und  bierans 

^  =  i  -  ^  +  3«,»  -  2«,  -  (4«,»  -  6«,«,  +  2«,)z  +  . . . 

Wir  erhalten  somit  aus  (14)  die  folgenden  Bedingungsgleichnngen 

-1^ 1. 

2  CK,  =         2  CK,  ^ 

9^3  =-  3«,*  +  2c»3, 
20«4  =      4a,'  —  6a,  a,  +  2a^ , 


Hieraus  ergiebt  sich 

a,  willkürlich, 


8      , 
a«  = a«  . 


23       • 
*  63    *   ' 


Für  den  Badins  Yector  erhalten  wir  nun  endlich  nach  (1 3) 

(19)  r  =  l/^[T  +  a,r»-.-i;-^,«r3  +  ^|a,»r*-... 

Wenn  wir  Ton  der  Gleichung  (2)  ausgegangen  w&ren,  statt  von 
(12),  so  wäre  die  Constante  h^  in  der  Reihe  für  r  Torgekomiaeii. 
Es  muss  also  eine  Relation  zwischen  A^  und  a,  bestehen.  Um 
diese  zu  bestimmen,  setzen  wir  (18)  in  (2)  ein  und  bekommen 
dann 

(20)  Ä^  =  5  fA^I*  a, . 
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Die  Entwickelung  von  r,  wenn  ein  Znsammenstoss  stattfindet, 
ist,  soviel  ich  weiss,  zuerst  Yon  Bübbau  gegeben  A.  N.  Bd.  18& 
Dieselbe  ist  bei  gewissen  Untersuchungen  über  periodische  Bahnen 
Yon  Nutzen. 

§  4.    Elliptische  Bewegung,    h^  negativ. 

Ist  in  der  Gleichung 

(1)  r^y^(r)  =  2fir  +  2*^  r«  -  V  =  ^ 

A,  Yon  Null  Yerschieden  und  h^  negativ  (=  —  /),  so  müssen  beide 
Wurzeln  reell  und  positiv  sein.  Wir  haben  nämlich  bewiesen,  dass 
sie  nicht  imaginär  sein  können,  und  da  i//(0)  und  t^(oo)  beide 
negativ  sind,  so  müssen  beide  Wurzehi  positiv  sein.  Nennen  wir 
die  Wurzeln  r^  und  r,  (r^  >  r,),  so  ist  also 

(2)  r2t/;(r)  =  2/'(r, -r)(r~r,). 
Hieraus  folgt,  dass  die  Ungleichheit 

(S)  r^^r^r, 

immer  erfüllt  sein  muss. 

Nach    den  in  11  §  2   entwickelten  Principien   führen  wir  nun 
eioe  Hil&grosse  w  durch  die  Formel 

ein.    Wir  wählen  hier  ß  so,  dass 

(4)  ß  =  2f, 

und  haben  also  die  Gleichungen 

(5)  (:j^)' =  (»-1 -'•)('•-'■.) ' 

(^)  [-dTJ  -^-~^- 

Cbasukr,  Mechanik  &m  Himmels.  L  12 
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Die  Grösse  u>  wächst  stetig  mit  /,  und  r  schwankt  periodisch 
zwischen  den  Grenzen  r^  und  r,.     Aus  (5)  folgt 

(7)  r  =  Tj  sin*-tc+  r,cos*-tc. 

Bekanntlich  ist  die  Bahncurve  eine  Ellipse.  Um  dies  zu  be- 
weisen, müssten  wir  auch  die  Gleichung  für  ^  und  d  in  Betracht 
nehmen.  Da  wir  schon  bewiesen  haben,  dass  die  Bahncurre  eine 
ebene  Gurre  ist,  so  können  wir  für  einen  Augenblick  die  XT-Kheae 
so  wählen,  dass  dieselbe  mit  der  Bahnebene  zusammenfällt  Man 
hat  dann  9  »  0,  und  man  braucht  nur  die  letzte  Gleichung  §  2  (5), 
welche  nun  lautet 

(8)  '•'^  =  *.- 
Andererseits  ist 

dr 


(9)  r^=.V2^r.-2/-r^-V. 

und  durch  Division  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen 

(10)  -    — ^f^     -=  =  dd. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  kann  durch  geeignete  Bestim- 
mung der  Constanten  p  und  e  in  der  Form 

geschrieben   werden,    wo   n   eine   Integrationsconstante   bezeichnet; 
es  ist  dies  die  Polargleichung  einer  Ellipse. 

Die  Grösse  r  hat  einen  Maximalwerth  gleich  r^  und  einen 
Minimalwerth  gleich  r,.  Setzen  wir  nun,  um  die  gewöhnlichen  Be- 
zeichnungen einzuführen, 

(12)  r,^a{l+e),       r,  =  a(l-e), 

so  erhalten  wir  aus  (7) 

(18)  r  =  a  (1  —  e  cos  M?) . 


I 
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Die  Hilfsgrösse   w    wird    in   der  Astronomie    die   excentrüche 
Anomalie  genannt. 

Aus  (6)  erhalten  wir  weiter 

rc/w'»y27rf^, 

und   also    nach    der    Integration,    indem    wir    den    Aasdmck  (13) 
einsetzen, 

(14)  ..      .^- Y^f 


tr  —  «  sin  w  =  '  -  '-{t  —  t^) , 


me  Gleichung,  die  gevöhnlich  die  KKPUtB'sche  Oleichwng  genannt 
wird.  Aas  (14)  erhalten  wir  w  als  Function  von  t,  ans  (13)  wird 
der  entsprechende  WerUi  von  r  berechnet. 

Die  Grössen  a  und  e  lassen  sich  leicht  durch  die  Integrations- 
Constanten  h^  und  g  ausdrücken. 

Man  hat  idmlich  nach  (1) 


''l'"! 


2f 


Nach  (12)  folgt  hieraus 


(15) 


oder 


(15*) 


27' 


«*(l-«*)-K 


27' 


durch  welche  Formeln  A,  und  f  durch  die  „elliptischen  Elemente" 
aasgedrückt  werden. 

Die  Länge  einer  Periode  wird  nach  11  §  2  (16*) 


(16*) 


2"=  2  ( 

J] 


rdr 


y^ii  r-  2  fr*'-  k^* 


_  9  Crdto 

"  j  ytf 


12 
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oder,  wenn  der  Werth  (13)  fbr  r  eingeführt  wird, 

2na 


(16)  2T== 


y2f 


Der  Quotient  2n:2T  wird  die  mittlere  Bewegung  —  n  —  des 
Planeten  genannt,  und  ihr  Ausdruck  ist  somit 

so  dass  die  Formel  (14)  lautet 

(18)  «7  —  e  sin  «7  =  n  (^  —  t^ . 

Wir  werden  nun  auch  die  Constanten  A,,  ü^,  H^,  H^  §  2  (7) 
durch  die  gewöhnlichen  elliptischen  Elemente  ausdrücken.  Es  ist 
nach  §  2  (6) 

wo  <p  den  Winkel  bezeichnet,  den  der  Radius  vector  mit  der  XY- 
Ebene  bildet  Die  Maximal-  und  Minimalwerthe  von  ^  sind  also 
durch  die  Formel 

C0S9  =  ±  -^ 

bestimmt,  und  da  q>  höchstens  gleich  der  Neigung  i  der  Bahnebene 
gegen  die  ZF-Ebene  sein  kann,  so  ist  somit 


(20)  ^  =  ^2 cös I  Ä  yjtta(l— c^ cos i , 

Zur  Bestimmung  von  H^ ,  R^  und  ATj  in  §  2  (7)  müssen  wir 
bestimmte  Werthe  für  die  eine  Integrationsgrenze  der  Integrale 
annehmen.     Wir  können  sie  beliebig  wählen  und  setzen 


(21*)  H^  +  t^   ''  '''" 


?^^^--¥ 
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(2n  -^«=A»         ''        "*  '     '"  '*'" 


j^L.  4  -  ¥  ■ 


(21***) 


/cosVl/v--^^- 

0 


Wenn  r  =^  r^  ist,    so   befindet  sich  der  Planet  im  Perihelium. 
Aus  (21*)  erhalten  wir  somit 

—  //j  =  ^^  =s    2«i^  /«r   den  ßurchgcaig   des   Planeten 
durch  das  Perihelium. 

Setzt  man  anch  in  (21**)  r  =  r^^   so  verschwindet  das   letzte 
Integral,  und  man  erhält 


0  0 


C08*t 

cos'^ 


WO  ^„  die  Breite  des  Planeten 
bei  seinem  Durchgang  durch 
dasPerihelium  bezeichnet.  Setzt 
man 

(22)       sin  9  =  sin  t  sin  u , 


Fig.  15. 


SO  ist  die  geometrische  Bedeu- 
tung  des   Winkels  u  durch   nebenstehende   Figur   ersichtlich.     Man 
hat  nun 

Ott  =  ^ 


/.- 


cos*  i 


cos' 9 
nnd  es  ist  somit 


H^  =  u„  =  Winkelabstand  des  Periheliums  vom  auf- 
steigenden Knoten  der  Bahnebene  auf  der  XY- 
Ebene. 


182  Das  ProhUm  der  zroei  Körper. 


Setzt  man  endlich  in  (21***)  y  =  0,  so  erhält  man 
H^zsz  d^^  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

Bezeichnen  wir  also  mit  Si  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
des  Planeten,  mit  n  die  Perihellänge,  welche  in  der  gewöhnlichen 
Weise  gerechnet  wird,  also  von  der  X-Achse  zum  Knoten  und  dann 
in  der  Bahnebene  Yom  Knoten  bis  zum  Perihelium,  so  erhalten 
wir  somit  folgende  Zusammenstellung  der  Werthe  der  Integrations- 
constanten  durch  die  gewöhnlichen  elliptischen  Elemente  ausgedrückt 


(23) 


Die  Constanten  \y  h^,  h^j  H^,  11^,  H^  werden  die  canonischen 
Elemente  des  Planeten  genannt. 

Die  Ausdrücke  der  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  werden 
in  einem  folgenden  Paragraphen  gegeben  werden. 

Obgleich  die  Coordinaten  r,  97  und  d  nur  mit  Hilfe  von 
Beihenentwickelungen  sich  durch  die  Zeit  ausdrücken  lassen,  so 
kann  man  sie  als  geschlossene  trigonometrische  Functionen  der 
Hilfsveränderlichen  to  —  der  excentrischen  Anomalie  —  ausdrücken. 
Wir  haben  nämlich  nach  §  2  (5) 


oder 


oder 


(24) 


.t'^f  — 

Ä,|/l 

cos'  t 

""  dt  - 

cos' 9}  ' 

d  q> 

_  A,d 

t  _     A, 

dw 

1  ^        cos' i 

r' 

1/2  f 

r 

^          cos"  q> 

dg> 

1  - 

-e^dw 

6  00%  w 

/,       cos'  t 

y  co8'<p 

und  wenn  die  Integrationen  ausgeführt  werden: 


(25)  arc  sin  ^— ?^  =  2  arctg 


i/B=:«n+".. 
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wo  die  Constante  H^    mit  der  in  (21^  eingeführten   ebenso  be- 
zeichneten Integrationsconstante  identisch  sein  moss. 

Hieraus  erhält  man 


nn 
sin 


^.=  sin2arctg[|/[^^tg|«,]c^^ 
+  cos2  arctg  [|/J-!!^-^tg  ^  H  sin^, . 


Non  ist  aber 

8in2arctgx  =  ^    -  _  , 

cos 2arctffx  » ^ , 

und  es  wird  also,  nach  einigen  Redactionen, 

(26)  -^-^  =  ^-- cos  H^  + sin  Ä, . 

^     '  Bin  t  1  —  e  C08  w  '        1  —  c  cos  tr  ■ 

Wir  bemerken,  dass  ans  diesem  Ausdruck  folgt 

(27)  r  sin 9/  s3  a sin « [yi— «•  sin  w cos if^  +  (cos ir  —  e) sin //,] . 

Die  Grösse  rsin^)  bedeutet  die  ^-Coordinate  des  Planeten, 
welche  also  durch  die  obige  einfache  Formel  durch  w  ausgedrückt 
wird. 

Nun  ist  endUch  nach  (21***) 


IL   =   cos  l  r~  v^. rr^  > 

/  •     ,/r        COB«t 

/  cos'  qi}/  1  —    -- ^— 
J  ^Y  C08*  qp 


oder,  wenn  die  Hilfsgrösse  u  eingeführt  wird, 


oder 

(28)  d  —  If^  =  arctg  [cos  i  tg  ti] . 
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Da»  lirablem  der  tum  Körper. 


Führt  man  hier  irieder  <p  ein,  so  erh&lt  man  endlich 


(29) 


t«(ö  -  S,)  = 


COS  t  sin  <p 


Ysm^  f  —  sin' 9) 


Tfo  wir  nnn  den  Ausdruck  (27)  für  sin  9  einzuführen  haben. 
Aus  (29)  werden  noch  die  folgenden  Formeln  abgeleitet 


(29*) 


8in(ö  —  H^)  =  cotgttgy , 


cos  (Ö  -  Ä)  = 


yain*  i  —  ein*  q> 


m  • 


Sin  f  cos  <p 


Aus  (25)  folgte  dass 


l/i-S?--|2'-««ll/f^««'TH+'^l 


oder 


und  also 


Kl-£?=<^^^2arctg[|/j^tg|«,]cosÄ.^ 

-  sin  2  arctg  [|/ J  "t^  tg  y  J  sin  Ä, , 


fQi\\  -.  Ai  »iö*  a  cos  IC  —  e  rr  Vi  —  «•  sin  IT      .       rr 

(30)      1/  1  —  ^-i^^  =  , cosÄj  —  -^^ sinÄ 

Y  sin*  t         1  —  e  cos  w  '  1  —  « cos  w  ' 


Mittelst    dieses    Ausdruckes    und    (27)    erhalten     wir     (wenn 
i^3  =  fl,  H^^  n  --  Si  gesetzt  werden) 

r  cos  ff  cos  (ö  —  ß)  =  a         [(cos  tu  —  e)  cos  (;i  —  fl)  — 


(31) 


—  yi  —  e*  sin  ti;  sin  (w  —  fl)] , 


r  cos  9?  sin  (ö  —  ß)  =  a  cos  i  [j/l  —  ^^  sin  w  cos  (w  —  ß)  + 

+  (cos  to  —  tf )  sin  (^  —  fl)] , 


rsm^ 


=  a  sini[yi  —  «•  sin  «?  cos  (:;r  —  fl)  + 
+  (cos  to  —  tf)  sin  (jr  —  ß)] . 


Die   linken  Seiten    dieser   Ausdrücke    sind    die   rechtwinkligen 
Goordinaten   (|,   ri,   ^    des   Planeten    auf    ein    Coordinatensystem 
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bezogen  y  dessen  JIT- Achse  durch  den  Knoten  geht,  dessen  7- Achse 
in  der  alten  XF-Ebene  liegt  und  dessen  ^- Achse  mit  der  alten 
^Achse  zusammenfällt  Diese  Coordinaten  sind  also  lineare  Func- 
tionen von  costo  und  sinto.  Die  Coordinaten,  auf  ein  beliebiges 
Coordinatensystem  bezogen,  werden  dann  auch  lineare  Functionen 
derselben  Grössen. 


§  5.    Parabolische  Bewegung.    \  gleich  Null. 

Ist  Aj  =  0  y  so  ist 

2/ur- V 


r«         ' 


w  m  ■ 

and  setzen  wir  niut 
SO  wird 

w  m'  -  5  • 

Aus   (2)   folgt,   dass   r   einen  Minimalwerth  r  =  ^   hat ,   you 

welchem  aus  r  in's  unendliche  wächst    Nennen  wir  den  Perihel- 
abstand  des  Planeten  q,  so  ist  also 

(4)  y=-V 


und  man  hat 


2fi' 


dr     _  1/^ 


dw 

i 


Vr-?        V     ß  , 


2]/»^- j  =  i/H^«». 


ß 

Bestimmen  wir  femer  ß  in  der  Weise,  dass 

¥?  =  ?' 
womit  also 

so  bekomnat  man 

(6)  r  =  q{\+w*). 
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Die  Relation  zwischen  w  und  t  wird  nach  (3) 

rdu)  =  "^  ßdty 

oder  wenn  man  den  Werth  Ton  r  nach  (6)  einführt  und  integrirl; 
oder 

wo  t^  die  Zeit  für  den  Durchgang  des  Planeten  durch  das  Perihelium 
bezeichnet. 

Durch   (6)    und    (7)    ist    der  Radiusvector    als   Function    der 
Zeit  gegeben. 

Die  Coordinaten  r,  (p,  d  lassen   sich   als   geschlossene   Func- 
tionen der  Hilfsgrösse  w  ausdrücken. 

Führt  man  nämlich  in  den  Formeln 


0  q 

V 

dq> 


(8*)  ^3  =  Ö  -  A, 


C08«9)l/v--^ 
y  coB"<i 


statt  9?  die  Hilfsgrösse  u  und  statt  r  die  Grösse  w  ein,  wo 

sin  (f  =  sin  t  sin  « , 
so  erhält  man  aus  (8) 

(9)  tt  =  ir3  +  2arctgti?, 

und  hieraus  bekommt  man  nach  einiger  Rechnung 

(10)  -~  =  -— — ^cosif-  +  ,  ^    , Sin if,  . 
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Es  ist  auch 

V  Bin"» 


imd  denmacli 


Für  die  Länge  6  des  Planeten  bekommt  man  nach  (8*)  den 
Werth 

u 

du     .    (*       eoaidu 
'       J  1  —  8in' «  sin* « 

0 

oder 

ö  =  -ff,  +  arctg(co8«tgtt) 
oder 

tg(ö  —  H^)  =  cositgtt. 
Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass 


(12)     < 


y  1  —  Bin*  i  Bin*  u  cob  g) 


.  smo 

C08  * 


•  • 


^'    fa        Tj\  cos  t  Bin  t«  Bin« 

8m(ö  -  Ä,)  =  -7---^--  .- 

y  1  —  sin*  t  sm*  u  COB  9 


Nach  Eiinsetzen  der  Werthe  (10)  und  (11)  erhalten  wir  somit, 
wenn  wir  12  und  n  —  £i  statt  H^  und  B^  einführen 


(13) 


'  r  cos  qp  cos  (ö  —  ii)  =  q  [(1  —  w^  COS  (^  —  fl)  —  2  u?  sin  (^  —  fl)] 
r  cos  9?  sin  (ö  —  fl)  ==  y  cosi[2M7COs(7r  —  fl)  +  (1  —  ii?*)sin(Ä  —  fl)] 
rsinqp  =  y8int[2«?cos(;r— fl)+(l— to*)sin(7r— ß)]. 


Werden  also  die  Goordinaten  auf  ein  rechtwinkliges  Goordinaten- 
sjstem  bezogen,  dessen  Z- Achse  durch  den  aufsteigenden  Knoten 
der  Bahnebene  geht,  so  werden  die  Goordinaten  durch  (13)  als  ra- 
tionale Functionen  zweiten  Grades  in  w  ausgedrückt.  Die  Goordi- 
naten, auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  bezogen,  werden  also 
auch  rationale  Functionen  zweiten  Grades  in  w. 
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Wenn  man  die  XT- Ebene  in  die  Bahnebene  legt,  so  wird  0 

die  Zänffe  in  der  Bahn  (v).    Man  kann  den  Ausdruck  f&r  dieselbe 

aus  (13)  erhalten,  indem  man  annimmt,  dass  n  ^  ii  ist.  Man  erhSJt 

dann 

r  cos  {v  —  n)  ^  q{l  —  w*) 

r9in{v  —  n)  ^  2qw, 


(14*) 


und  hieraus  durch  Division 

SO  dass 

(14)  M?  =  tg~(t?- w). 

Die  sämmtlichen  Formeln  zur  Berechnung  der  Lage  in  einer 
parabolischen  Bahn  sind  also  die  folgenden: 

tr  +  -t(?»  =  -^^(f- t) 

r  =  q{l  +  10^) 

W'  =  tg  2"  (^  -  ^) 
rcosy cos(ö  —  fl)  =s  ql{l  —  w^C0B{jt  —  fl)  —  2ti?sin(w  —  fi)] 
rcos^sin  (ö  —  fl)  =  yco8i[2t(?co8(w  —  fl)  +  (1  —  ti;^8in(jr  —  fl)] 
r  sin  9?  =  ^  sin  i  [2 »/?  cos  (^  —  fl)  +  (1  —  lo*)  sin  (jr  —  ß)] . 

Will  man  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  dar- 
stellen, so  muss  man  Reihenentwickelungen  anwenden.  In  der 
Umgebung  der  Durchgangszeit  des  Planeten  durch  das  Perihel 
lassen  sich  die  Coordinaten  als  Potenzreihen  nach  den  Potenzen 
der  Zeit  ausdrücken,  die  für  eine  ziemUch  lange,  doch  nicht  un- 
beschränkte Zeit  conyergiren. 

§  6.    Hyperbolische  Bewegung.    A^  positiv. 

Ist  Aj  positiv,  so  muss  von  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  r*tp{r)  =  2fir  +  2A,  r»  -  A3«  =  0 
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floibwendigerweise  die  eine  positiv,  die  andere  negativ  sein.    Setzt 

man  also 

r»V'(r)  =  2Ai(r-ri)(r  +  r,), 

80  hat  man 


(2) 


r    —  r    SS  -^— 


A, 


t 


''«  '"l  "  2  Äi  • 


Der  Abstand  r  zwischen  den  beiden  Körpern  hat  demnach 
ein  Minimnm  gleich  Tj  nnd  wächst,  nachdem  dies  erreicht  ist,  ins 
unendliche. 

Um  die  Oleichnng 

(3)  (  ^fV  ^  2Mr  -  r,)ir  +  r.) 


r» 


za  integriren,  haben  wir  also  nach  den  in  11  §  2  entwickelten  Prin- 
cipien  eine  Hilüsgrösse  w  einzufahren,  welche  so  bestimmt  ist,  dass 

W  /^\«  _  2  h,  (r  -  n) 

irfw  -  "■    ß  -  ' 

und  dann  wird 

Aus  (4)  folgt 
(5)  r-r,  =  ^«,'. 

Zur  Bestimmung   der  Relation   zwischen   r   und  der  Zeit  hat 
man  nun  diesen  Werth  in  (4*)  einzuführen,  und  erhält 


w  -jt —AT"; — • 

Die  Constante  ß  ist  noch  unbestimmt.     Wir  wählen  sie  nun 
so,  dass 

nnd  erhalten  dann  statt  (6) 
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oder 
(8) 


i/'^yr 


+  to^dw  — 


dir 


V?>i+r,)Vl+t^') 


=  J^. 


Nun  ist 


2/yi  +w^dw^w^l  +  lu»  +  log  (t(?  +  y  1  +«;*); 
Nach  der  Integration  erhält  man  also  ans  (8) 


Setzt  man  also 


X  — 


U  -  r, 


^^2V^(r, +r,) 


r.  —  r. 


80  lautet  die  obige  Gleichung 


(9*) 
oder 

(9) 


«ll?]/T+  IT»  —   log  (tt?   +   V  1   +  tC^  =  >l(^  -  O 


e 


M  W  Vi  +  «0* 


m; 


+  yr+ 


w^ 


=  e^(«-«iO, 


mittelst  welcher  Formel  w  aus  ^  zu  berechnen  ist    Ich  habe  hier 
die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  mit  e  bezeichnet 

Mit  Hilfe  der  Relationen  (2)  erhalten  wir  folgende  Werthe  ftir 
X  und  A,  durch  die  Integrationsconstanten  \  und  h^  ausgedrückt 


(10) 


A  =  -i-A,i/2Ä;. 
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Wie  später  gezeigt  wird,  ist  die  Bahn  in  diesem  Falle  eine 
Hyperbel  Will  man  die  Constanten  durch  die  Elemente  dieser 
Hyperbel  ansdr&cken,  so  hat  man 


(H) 


I 


Tj  «a(i?-  1), 
r,  =  a(if  +  1), 


wo  a  die  halbe  grosse  Achse   nnd  e   die  Excentricität  der  Hyper- 
bel bezeichnet    Es  wird  dann  nach  (2)  nnd  (7) 


(in 


ß 


_    M 


2a 


-1). 


_  /* 


8a*e 


Für  X  und  X  erhalten  wir  die  Werthe 


un 


X 

X 


e 


2  a'l'  ' 


80  dass  also  die  Formeln  fOr  die  Berechming  des  Radius  vector  in 
einer  hyperpolischen  Bahn  lauten: 


(12) 


6 


wVl  + 


r  ^  a{e  ^  1)  +  2 a « tc* 


to 


+  ]/l  +  tt'" 


=   £ 


Diese  Formeln  sind  indessen  für  die  numerische  Berechnung 
solcher  Bahnen,  deren  Excentricität  nahe  der  Einheit  ist,  nicht 
geeignet.  Es  wird  nämlich  dann  a  unendlich  gross  und  also  nach 
(11^  ß  yersch windend  klein,  so  dass  die  Substitution  der  Hilfsgrösseto 
illusorisch  wird.  Es  empfiehlt  sich  deswegen,  fiir  solche  Bahnen  einen 
anderen  Berechnungsweg  einzuschlagen. 

Wie  schon  im  zweiten  Abschnitt  hervorgehoben  wurde^  hat  es 
bisweilen    seine  Yortheile,    bei   der   Einführung  der  Hilfsgrösse  w 
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auch  andere  Wurzeln,   als  diejenigen,  die  ftLr  die  Bewegung  cha- 
rakteristisch sind,  zu  berücksichtigen.    Man  kann  also  bei  der  Inte- 
gration Ton  (3)  in  folgender  Weise  vorgehen. 
Man  setzt 

und  erhält  dann 

Es  ist  offenbar,  dass  auch  die  in  solcher  Weise  definirte  Grosse 
w  die  Eigenschaft  besitzt,  mit  der  Zeit  stetig  zu  wachsen.  Setzt 
man  nun 

(14)  /9  =  2A, 

80  lautet  das  Integral  von  (13) 

(15)  r  =  ^'  +  ?i^'  coshp  w , 


«0     f         ~>  10 
6      +  C 


wo  die  Bezeichnung 

(16)  coshp  to  — 

eingeführt  worden  ist. 
Da  nach  (13*)  nun 

rdw  —  Yßdt, 

so  erhält  man  also  nach  Einführung  des  Werthes  Ton  r  und  unter 
Anwendung  der  Bezeichnung 


(16*)  sinhpto  — 


e    —  e 


folgende  Relation  zwischen  w  und  der  Zeit 

(1 7)  n^^.  „  +  !±+JJ  sinhp «,  =  ^ß{t  -  g . 

Führen  wir  nun  die  Grössen  a  und  e  vermittelst  der  Relationen 
(11)  in  (15)  und  (17)  ein,  so  erhalten  wir  somit 


(18) 


r  =  a(«  coshp  t(7  —  1) 
^-^  {t  -^  t^)  =  e  sinhp  u?  —  tr . 
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Nach  (11*)  and  (14)  ist  hier 

(18*)  ^^^. 

Bezeichnet  man   mit  v   die  Länge   m   der   Bahn,  so  ist  nach 

§2(5) 

Da  weiter 

dr 


'•i7  =  V2Ax(r-r,)(r  +  r,), 

so  besteht  also  zwischen  den  Differentialen  von  r  und  v  die  Be- 

lation 

(20)  Jr  =  -^^:r___ , 

rl/2Ä,(r-r,)(r  +  r,) 

and   man   überzeugt   sich   leicht,   dass   diese  Gleichung  durch  den 
Werih 

a(e"-  1) 


(20*)  r  = 


e  coB  (r  —  7f)  +  1 


befiriedigt  wird,  welches  die  Polargleichung  derjenigen  Hyperbel  ist, 
deren  halbe  grosse  Achse  gleich  a  und  deren  Excentricität  gleich  e 
ist  Für  Tj,  r,,  \,  A,  haben  wir  die  Werthe  (11)  und  (11*)  ein- 
zusetzen. 

Wir  können  nun  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Ellipse  und 
der  Parabel  die  rechtwinkligen  Coordinaten  als  geschlossene  Func- 
tionen der  Hül&grösse  w  darstellen.  Ich  beschränke  mich  darauf, 
die  Länge  in  der  Bahn  als  Function  von  tr  auszudrücken. 

Führt  man  in  (19)  die  Ausdrücke  (13*)  für  dt  xmd  (18)  für  r 
ein,  so  erhält  man 

/ft*>                           .            Äj            dtc                Ve'—  l)dic 
(21)  rfr=     .J r = -?: — - — i -. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  lautet 


(22)  tgi-(r-«)  =  |/*4-[tgAp|. 

Für  hyperbolische  Bahnen,  deren  Ekcentricität  nahe  der  Ein- 
heit ist^  muss  man  sich  anderer  Formeln  bedienen. 

Chabuxb,  Mechanik  dw  Hlmmiilw  L  13 
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§  7.    Die  Kraft  repuieiv.    Kometenschweife. 

Ist  die  Kraft  repulsiy,  so  muss  fi  negativ  sein  (=  —  ^)-     Be- 
trachten wir  nun  die  Gleichung 

(1)  r^^{r)^  -2/*ir  +  2Aira- V  =  0* 

so  erhellt  hieraus  nnmittelbar,  dass  A^  nun  positio  sein  mu&s^  weil 
sonst  die  Bewegung  nicht  möglich  ist  Von  den  Wurzeln  zu  (1) 
muss  dann  nothwendigerweise  die  eine  positiv,  die  andere  negativ 
sein,  und  wir  setzen 

(2)  (^y = 2^(^'^i)(^+^«)  ^ 

Man  hat  nim 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichimgen  folgt,  dass  hier  r^  >  r,. 
Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  vorkommenden  ähnlichen  Glei- 
chung war  dagegen  die  kritische  Wurzeln  numerisch  kleiner  als 
die  andere.  Wir  können  bei  der  Integration  von  (2)  uns  nach  Be- 
lieben der  ersten  oder  der  zweiten  Methode  im  vorigen  Paragraphen 
bedienen.    Wir  setzen  nim 

w         ßir=('--'-x)('-+^). 

und  es  ist  dann 

Aus  (4)  folgt 
(5)  r  =  ^i^  +  *^C08hp«>. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (4*)  ein,  so  bekommt  man 
(5*)  ^^«>  +  ^^sinhptr=»l^(*-g. 
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Es  ist  weiter 

und  also 

(6)  dv 


r^dvmäh^dty 


dr 


1/2Ä,    ry{r^r,){r-{^r^)' 


Führen  wir  nun  die  Ghrössen  a  und  e^   durch  folgende  Olei- 
chnngen  definirt,  ein 


(7) 


I 


80  wird  nach  (3) 


(7*) 


»•l 

=  a{e 

+   1), 

^ 

=  a(tf 

-1), 

*! 

A,  =  V/*,a(e«-l). 


Wenn   die  Belationen  (7)  und  (7*)  berücksichtigt  werden,  so 
findet  man,  dass  das  Integral  Ton 
(6)  folgendes  ist: 


(8) 


r  = 


a(e«-l) 


6  COS  (»—«)  —  ! 


Dies  ist  aber  die  Polarglei- 


Sonne^ 


r^^a.fl't'  e) 


chung  desjenigen  Zweiges  einer 
Hyperbel,  dessen  Focus  nicht  in 
dem  Punkte  r  =s  0  liegt  Ist  die 
Kraft  repulsiv,  so  ist  also  die  rela- 
tive Bahn  der  beiden  Körper  eine 
Hyperbel,  derenzir^titerFocusindem 
anderen  Körper  (^der  Sonne'O  liegt 

Für  die  Lange  m  der  Bahn  v  erhält  man  nach  (6*)  die  Diffe- 
rentialgleichung 


Fig.  16. 


(9^ 


dv^ 


1+6  C06hp  te 


welche  giebt 

(9)  t«Y(«'-«)-l/f||tgbpi-«,. 


18 


{ 
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Die  Formeln  zur  Berechnung  der  relativen  Bahn  zweier  Körper, 
die  sich  in  dem  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Ab- 
standes  abstossen,  sind  also: 


(10) 


w 


r  =  a(l  +  «coshptr). 


tgl(i;  -  ^)  =  |/^  tghp  I  IT. 


WiU  man  die  Bewegung  in  drei  Dimensionen  untersuchen,  so 
kann  man  die  Goordinaten  als  geschlossene  Fimctionen  der  Hilfe- 
vei^nderlichen  to  ausdrücken. 

Nach  der  Hypothese  Ton  Bessel  werden  die  Schweife  der  Ko- 
meten Ton  kleinen  Partikeln  gebildet,  die  nach  dem  genannten  Gesetz 
'^ircr^v^Kem  des  Kometen  abgestossen  werden.  Ich  werde  mich  einen 
Augenblick  bei  dieser  Frage  aufhalten. 

Für  die  Bahn  eines  Kotnetenkems  werde  ich  eine  Parabel  an- 
nehmen. Diejenigen  Grössen,  die  auf  den  Kern  eines  Kometen  sich 
beziehen,  werde  ich  mit  grossen  Buchstaben  bezeichnen,  die  ent- 
sprechenden Grössen  für  ein  abgestossenes  Partikelchen  dagegen 
mit  kleinen  Buchstaben.  Es  bedeutet  also  z.  B.  S  und  Fden  Radius 
▼ector  imd  die  Länge  des  Kerns,  r  und  v  die  entsprechenden  Grössen 
für  eine  abgestossene  Partikel.    Es  gelten  also  folgende  Gleichungen: 

Für  den  Kern: 


(11) 


r=tgi-(r-/r), 


2 


Für  dit  Partikel: 


(in 


to  +e  sinhp  «?  «  ^-^  {t  —  t^) , 

r  =  a  (1  +  e  coshp  w) , 


tg|(«-^)=|/f^  tghpiu,. 


§  7.     Die  Kraft  npuiaiv.     Komei&nMchfumfe. 
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Wenn  wir  mit  ß  und  $  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Eems 
und  der  Partikel  bezeichnen,  so  ist  weiter  nach  §  1  (2) 


(12) 
und 
(12*) 


m 


2^ 
R 


m'--'-^*^^- 


Es  ist  femer  nach  dem  Flächenintegral 


(13) 


dV 


R'-/r-B,, 


dt 

dv 
dt 


h,. 


Zwiadien  H^,  \,  k^  and  den  Elementen  der  Bahnen  bestehen 
folgende  Relationen: 


(14) 


i 


-1), 


2a 


Ich  werde  nun  die  Annahme  machen,  dass  in  dem  Zeiimament, 
m  welchem  die  Partikel  van  dem  Kometenkem  abgesondert  wird,  die 
absoluten  Gesckwindiffkeiten  des  Kerns  und  der  Partikel  —  in  Bezug 
auf  Richtung  und  Grösse  —  gleich  sind. 

Es  sei  also  dann 


r  =s 


ds 
dt 


dS 
dt  ' 


V  = 


dv 
dt 


dV 
dt  • 


Aus  den  Gleichungen  (12)^  (12%  (13)  und  (14)  leitet  man  nun 
folgende  Belationen  zwischen  den  Elementen  der  Partikel  und  den 
Goordinaten  des  Eems  in  der  Parabel  ab: 


(15) 


iii=  - 


B 


_  fH^    I     pH 


2(iq  =  ^L,a{e*-l). 
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Hieraus  kann  man  zu  jeder  Zeit  die  Grösse  der  halben  grossen 
Achse  und  der  Excentricität  in  der  Yon  der  Partikel  beschiiebenen 
Hyperbel  ableiten.  Um  die  übrigen  Elemente  abzuleiten^  setzen  wir 
in  der  Polargleichung  der  Hyperbel  (8)  R  und  F  statt  r  und  v  ein 
und  bekommen  dann 

oder  nach  (15) 

(16)  C08(r-«)  =  1(H-?^|), 

woraus  n  gefunden  wird. 

Wird  die  Partikel  zur  Zeit  t  ^  T  abgesondert^  so  bekommt 
man  zur  Bestimmung  der  Zeit  —  t^  —  für  den  Durchgang  der 
Partikel  durch  das  Perihel  (in  der  Hyperbel)  aus  (11*) 


(17) 


WO 


coshptr  =  l(f -l), 
J-^  (jT—  tj)  =  M?  +  ^sinhpti?, 


sinhp  w  =  ]/  ooshp^  tc  —  1 . 


Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Elemente  in  der  von  der 
Partikel  beschriebenen  Hyperbel  werden  also,  nach  einigen  Beduc- 
tionen. 


(18) 


a  s 


i/-7f(-^)i 

2(i 


coshp  tD  = 


1  + 


fh 


]/^^hin' 


^^(y- g  =tc  +  ^8inhp«r. 

a  '• 
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Aus  diesen  Formeln  können  wir  einige  allgemeine  Schlüsse 
ziehen: 

Die  halbe  grosse  Achse  in  der  von  der  Partikel  beschriebenen 
Hyperbel  hat  beim  Periheldnrchgang  des  Eometenkems  sein  Mini' 
mum  und  wächst  dann  stetig  in's  unendliche. 

Die  Excentricitat  erreicht  beim  Periheldnrchgang  des  Kerns 
einen  MaximalwerA  und  nimmt  dann  stetig  gegen  die  Elinheit  ab. 

Beim  Periheldnrchgang  des  Eometenkems  hat  man 


«» 


Die  Bahn  ist  also  dann  eine  Hyperbel,  welche  die  yom  Kern 
beschriebene  Parabel  im  Vector  tangirt,  nnd  deren  Parameter  den 
Werth 

a(e2-l)  =  2-^<2 

hat.    Diesen  Werth  hat  iibrigens  der  Parameter  sämmüicher  Hyperbeln, 

Die  Scheüeüänge  {n)  der  Hyperbeln  ist  beim  Periheldnrchgang 
des  Kerns  gleich  17,  nnd  nähert  sich  mit  wachsendem  Abstand  dem 
Werihe  «  =  F. 

In  Bezug  auf  die  Zeit  fftr  den  Durchgang  der  Partikel  durch 
den  Scheitel  (das  Perihel)  der  Hyperbel  ist  zu  bemerken  —  was 
zwar  nicht  direct  aus  den  Formeln  (18)  ersichtlich  ist  — ,  dass,  wenn 
die  Partikel  vor  dem  Periheldnrchgang  abgesondert  wird,  T  -^  t^ 
negativ  isty  und  wenn  die  Partikel  erst  nach  dem  Periheldnrch- 
gang den  Eometenkem  yerlässt,  T  -^  t^  positiv  ist  Im  ersteren 
Falle  wird  die  Partikel  also  nach  der  Absonderung  durch  den 
Scheitelpunkt  der  Hyperbel  gehen,  im  letzteren  Falle  wird  sie 
sich  immer  mehr  Yon  ihm  entfernen.  Dass  dem  so  ist,  ergiebt 
sich   tmmittelbar  aus  den  Anfangsbedingungen  der  Bewegung.    Die 
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Bahnen  sind   sonst  vor  und  nach   dem  Peiiheldarchgang  einander 
gleich. 

Bei  der  Bewegung  des  Eometenkerns  werden  nun  fortwährend 
Partikelchen  von  dem  Kern  abgestossen,  und  ein  jedes  beschreibt 
seine  besondere  Hyperbel.  Sämmtliche  Partikel  bilden  zusammen 
den  Schweif.  Die  Form  des  Schweifes  in  verschiedenen  Punkten 
der  Bahn  und  bei  yerschiedenen  Annahmen  über  die  Grösse  der 
abstossenden  Kraft  (p^  lässt  sich  mit  HUfe  der  entwickelten  For- 
meln bestimmen.  Ich  werde  mich  indessen  auf  einen  einfietchen 
Fall  beschränken,  dose  nämlich  fi^  =  0  istj  dass  also  die  Bewegung 
der  Partikelchen  yon  der  Attraction  der  Sonne  wie  von  der  Be- 
pulsion  derselben  unabhängig  ist  Die  Bahnen  werden  dann  gerade 
Linien,  welche  die  Parabel  umhüllen.  Nach  der  Anschavung  van 
Zöllner,  ebenso  wie  nach  anderen  Kometentheorien  (z.  B.  der  von 
Abbheniüb)  müssen  immerhin  in  den  Kometenschweifen  solche  Partikel 

vorkommen,  so  dass  folglich 
die  betreffende  Annahme  nicht 
eine  leere  Fiction  ist  Uebri- 
gensistzu  bemerken,  dass  man 
immer  für  jedes  Bepulsions- 
gesetz  den  ersten  Theil  der 
Bahn  nach  der  Absonderung 
als  geradlinig  betrachten 
kann. 

Wir  betrachten  die  Bahn 
einer    Partikel    P,    die    zur 
Zeit  t  abgesondert  wird.   Der 
Eomet  (und  die  Partikel)  be- 
finde sich  dann  in  A    Zur 
Zeit  T^befindet  sich  der  Eomet 
in  JB,  die  Partikel  hat  sich 
längs  der  Tangente  in  J  be- 
wegt und  befindet  sich  in  b. 
Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  in  den  Focus  der 
Parabel  (die  Sonne),  die  X-Achse  sei  längs  der  Achse  der  Parabel 
gerichtet,   die   positive   Z-Achse   so  gelegt,   dass  die   7-Coordinaten 


Fig.  17. 


§  7.     Die  Kraft  repuisiv,     Kometenschweife. 


201 


des  Kometen  vor  dem  Peiiheldarchgang  poslÜY  sind.  Bezeichnen 
wir  nun  mit  z  und  y  die  Coordinaten  des  Kometen  (und  der  Par- 
tikel) zur  Zeit  t,  mit  |  und  17  die  Coordinaten  der  Partikel  zur 
Zeit  T,  mit  d  den  Winkel,  den  die  Geschwindigkeit  des  Kometen 
mit  der  negativen  X-Achse  bildet^  so  hat  man 


(19) 


ds 


|=*-.^CO8Ö(T-0, 


ds 


i7«y-^;-sinÖ(T-0, 


d9 


wo  -7^  die  Geschwindigkeit  bezeichnet 


dt 


Auf  Grund  einer  bekannten  Eägenschaft  der  Parabel  hat  man 


(20) 

nnd  da  nach  §  5  (14) 


Ö=90o  +  |(ü-5r), 


so  iBt  also 


(m 


«"-tga 

(t^ 

-«), 

cosö  = 

— 

to 

V«^« + i ' 

sinö  = 

1 

• 

l/tc«+l 


Es  ist  femer  nach  (12) 


(21) 


ds  _^/2fi  _        1/2^ 


T  - 1/^/  - 


VqVtc^  +  1 


Nach  §  5  (14*)  hat  man  weiter 


(22) 


ar  s=  g(tp*  —  1),       y  =—  2qw. 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  (19)  ein,  so  wird 


(23) 


|=,(«,._l)+l^-.^(2._,), 
,  =  _2y«,-      ^.-.i^tr-O. 
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Bezeichnen   wir   mit  w   den  Werth  dieser  Hilfsgrösse  für  die 
Zeit  tj  mit  fT  ihren  Werth  für  die  Zeit  T,  so  ist  nach  (1 1) 


K,  +  -I-  tu»  =    ^  ^,,  (t  —  L) , 


8 


80  dass 
(24) 


T-t^  J^5^fr-  tt,  +  Irr»-»») 

Vi»    •■  * 


(25) 


Setzt  man  diesen  Werth  in  (23)  ein,  so  wird  endlich 


i  =  y(«,«-i)+-^[»'-«  +  i-(r>-«,») 


7/  ass—   2qfD  — 


Hierans  erhält  man 


2q 


tt?«  +  1 


8 


(25*) 


|  +  tri7  +  y(l  +ti7^  =  0, 


welches  die  Gleichung  für  die  Tangente  ist. 

Lassen  wir  nun  W  constant  bleiben  und  geben  der  Zeit  alle 
Werthe,  welche  kleiner  als  T  sind,  so  erhalten  wir  die  Werthe  von 
I  und  fi  für  sämtntliche  Partikel,  welche  zur  Zeit  T  den  Schweif  bilden. 
Die  Gleichung  für  die  vom  Schweif  gebildete  Curve  erhält  man  also, 
indem  man  w  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (25)  eliminirt. 

Nennen  wir  X  und  T  die  Coordinaten  des  Kometen  zur  Zeit  T^ 
so  ist 

7  =  -2yr. 
Wir  führen  weiter  die  Bezeichntmgen 


(26) 


ein,  und  es  ist  dann 


^=|(^-^) 


oder 


(27) 
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J2  =s      W 


fi  =  _2(._F)-^ 


8 
9 


Ä  -  (w  -  F)  [«,+ r- -^^  (l  +  i- (tr«  +  «7  r  +  W'»)] , 


Für  diejenigen  Theile  des  Schweifes,  die  in  der  Nähe  des 
Kernes  liegen,  ist  tr  —  ^  klein.  Es  ist  deswegen  angemessen,  eine 
ßrösse  u  einzuf&hren,  welche  wir  so  definiren,  dass 


(28) 


to  ^  W+u, 


und  es  wird  dann  nach  einigen  Redactionen 


(29) 


S  =  tt* 


-1  + 


2iW  +  u)iW+-u) 


l  +  W*  +  2Wu  +  u* 


2 


fi^=- 


2i*«(Tr  +  -i*) 


1+  H^+  2Wu+ü* 


Wird  u  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  eliminirt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  für  den  Schweif  des  Kometen. 

Ist  im  Besonderen  u  klein  —  zieht  man  also  denjenigen  Theil 
des  Schweifes  in  Betracht,  der  in  der  Nähe  des  Kerns  liegt  —  so  ist 


(30) 


M    — 9         «/S 


TT«-  1 


^    TT'  +  1  ' 


B^^u^ 


2  W 


"    W^+l' 


woraus  man  bekommt 


(r«-  1)H+2}FS=^0. 
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Zieht  man  aber  die  Belationen  (26)  in  Betracht,  so  kann  man 
diese  Gleichung  in  der  Form 


(31) 


XH-^  TS^O 


schreiben.  Für  kleine  Werthe  Ton  u  ist  abo  die  Schweifcurve  eine 
gerade  Linie,  die  in  der  Richtung  des  Radius  Vector  liegt. 

Hieratis  folgt  ntin,  deus  die  allgemeine  Ourve  (29)  beim  Kern 
des  Kometen  eine  Spitze  hat,  deren  Tangente  gegen  die  Sonne  gerichtet 
ist  Wir  finden  also  hierin  die  Erklärung  der  bekannten  Thatsache, 
dass  die  Schweife  der  Kometen  von  der  Sonne  hinweg  gerichtet 
sind.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Satz  für  jeden  Werth  von  jti^ 
seine  Richtigkeit  beibehält 

Aus  (29)  folgt  die  Relation 


(32) 


3+{fF+u)H+u*^0. 


Wird  u  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  Gleichung 

in  (29)  eliminirt,  so  bekommt  man 
zwischen  den  Goordinaten  eine  Glei- 
chung vierten  Grades. 

Zur  Illustration  der  Frage  Yon 
der  Form  der  Schweife  der  Kometen 
gebe  ich  in  der  beistehenden  EHgur 
die  Form  an,  welche  der  Schweif 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
annehmen  würde,  wenn  der  Komet  90  ® 
vom  Perihelium  entfernt  steht,  so- 
wohl vor  wie  nach  dem  Durch- 
gang durch  das  PeriheUum. 

Es  ist  dann  F  =  ±  1.  Es  ge- 
nügt aber,  den  einen  von  diesen  Werthen 
von  W  in  (29)  einzusetzen.  Man  be- 
kommt dann,  wenn  u  sowohl  positive 
wie  negative  Werthe   annimmt,   die 

Form  des  Schweifes  sowohl  vor  wie  nach  dem  Durchgang  durch  das 

Perihelium.    Setzt  man  F^=—  1,  so  ist 


Fig.  18.    Kometenschweife. 
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ir=- 


u.(-l  +  |«) 


2  ~  2  tt  +  tt' 


Für  negative  ti-Weiihe  erhält  man  den  Schweif  vor  dem  Durch- 
gang durch  das  PeriheL  Für  positive  u-Werthe  den  Schweif  nach 
diesem  Durchgang. 

In  den  Untersuchungen  von  Bessbl  über  die  Form  der  Schweife 
der  Kometen  werden  die  Coordinaten  der  Partikel  nach  den  Potenzen 
der  Zeit  entwickelt  Diese  Methode  ist  besonders  von  Bb£dighik 
weiter  ausgeführt  worden  in  seinen  bekannten  Untersuchungen  über 
die  Schweife  der  Kometen. 


§  8.    Das  Zwei-Körperproblem  als  Beispiel  bedingt  periodisclier 

Bewegungen. 

Nach  §  2  (7)  waren  die  Polarcoordinaten  im  Zwei-Körperproblem 
durch  folgende  Formeln  bestimmt: 


(1) 


A.» 


5,»Ä, 


/iA^~"V-i/^-"¥' 


/C08>l/V ^ 

«/         ^  y    ^       008*9) 


Wenn  r  und  ^  für  zwei  Werthe  von  i  denselben  Werth 
besitzen  nnd  die  entsprechenden  Werthe  für  d  sich  um  ganze 
Vielfache  von  2«  unterscheiden,  so  ist  die  Lage  der  beiden 
Körper   zu    diesen   beiden   Zeiten   dieselbe.      Wenn  wir  also   mit 
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0  eine  beliebige  periodische  Function  von  d  bezeichnen  mit  der 
Periode  2n,  so  sind  nach  (1)  r,  (p  und  0  bedingt  periodische  BVnc- 
tionen  von  H^  +  t,  H^  und  H^  Für  die  ElemerUarperioden  co..  er- 
hält man  nach  IE  §  3  folgende  Werthe 


dr 


ö'ii^  /w§'       ö«=0,  ö>3i=0, 


1/ä 


1/ä      "    J  Y 

r,  -% 

+  i 


CO,,  =5      0 ,  (Ö--  =  —  cos  t  f , >  (ÖM  =  Ä 

"  '  "  J  cos«  ©1/0        '* 


vV 


—  » 


wo 


r  1         r" 

und  wo  die  Werthe  für  h^  und  h^  aus  §  4  (23)  eingeführt  worden  sind. 
Nach  §  4  (16*)  und  (17)  hat  man 

wo  n  die  mittlere  Bewegung  bezeichnet. 

Nach  §  4  (5)  lautet   die  Belation  zwischen   der   excentrischen 
Anomalie  to  dem  Radius  vector  und  r 

dtc  dr 


(3) 


V27       r  |/ä 


Führen  wir  nun  in  oi^,,  mittelst  (3)  dto  statt  <fr  ein,  so  be- 
bekommeu  wir  für  o?^,  den  Ausdruck 


lu      C      dw 

(0,     ^ 


y^       al/2^Jl- 


ecostp 
0 

oder  nach  §  4  (23) 


ff 


(4*)  ^^^^-CYIEl^. 

**  J  1  —  e  cos  1^ 
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\ 


Setzt  man 

*8  2  "  =  1/1^*8  2«'' 


so  wird 


1  —  e  COB  w 

UBd  folglich  hat 

man 

(4) 

(»Ij  :-  —  Ä  . 

Wir  haben  weiter 

/,/i.<^-'» 

Setzt  man 

J    y          coa"  gc 

(5*) 

sin  9  =3  sin  t  sin  u 

woraus  folgt 

Y  cos'  go 

SO  bekommt  man  also 

(5)  flOjj  ==  i» . 

Um  die  Elementarperiode  (o^^  zu  berechnen^  fOhren  wir  wieder 
den  Winkel  u  mittelst  der  Relation  (6*)  ein,  and  bekommen  dann 

.  r  du 

—  ö?M  =  cost  I -,  .  .  , — , 

0 
oder 

n 

_         —  ^Q"*  r[  du du  1 

*'  2    J  [  1  —  sin  «  sin  1«        1  +  sin  «  sin  ti  J  ' 

0 

Wir  bemerken  aber,  dass  diese  Integrale  Yon  genau  derselben 
Form  wie  das  Integral  (4*)  sind,  und  es  wird  also 

(6)  tt>„=-7r. 

Endlich  hat  man 

a>53  =      n. 
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Stellen  wir  die  Besnltate  zusammen^  so  hat  man  also 


(7) 


«»„  = 


©1,= 


<»i»  = 


n 
n 

0, 


(D 


21 


=         0,  Ö>8i=0, 


tt}„=         71,         ö>o,  =  0, 


0^28=    - 


82 


^1         0^88  ~  ^  • 


Für  die  Determinante  Ico.A  bekommt  man  also  folgenden  Wertb: 


(8) 


welcher  demnach  von  Null  verschieden  ist     Wir  können  also  die 
Hilüsyeränderlichen  u^  H  §  3  (21)  einfahren,  indem  wir  setzen 


nS,         =- 


nH, 


oder 


(8*) 


SO  dass 


8 


(8**) 


=  —  ««1  +««,, 

=                    —««,  +  »«,, 

tt,  =  n(<  +  5,), 

-  «1  +  M,  =  fl",  , 

-tt,  +  «J  =  fi,, 

«1 

=  n{t  +  S^), 

«» 

=  n{t+H,)+H„ 

«8 

=  nit  +  H,)  +  H^  +  H^. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  ist  also,  dass  in  dem  Pro- 
blem der  zwei  Körper  die  Coordinaten  r,  (p  und  0  periodische  EHmc- 
tionen  von  u^,  u^  und  u^  sind  mit  der  Periode  2%^  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  periodische  Functionen  der  drei  Grössen 

mit  der  Periode  2  ;r  für  eine  jede.    Erinnern  wir  uns  nun,  dass  H^ 
gleich  der  Enotenlänge  {Q)  ist  und  H^  gleich  der  Differenz  zwischen 


I 


l 
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der  Länge  des  Perihels  {n)  und  deijenigen  des  EjEiotens,  so  finden 
wir  also,  dass  eine  beliebige  endliche  Function  ('^)  von  r,  q>  nnd  0 
unter  folgender  Form  geschrieben  werden  kann: 


(9)  t^(r,  y,  e)r=V^.^^^<jV-i[<«(«  +  ^J  +  iß  +  »(« 


-ß)] 


il: 


—  00 

00 


Die  Coefficienten  Ä.,^^  können  nach  der  Formel  11  §  3  (24*) 
berechnet  werden  und  sind  nur  yon  den  Werthen  der  halben 
grossen  Achse,  der  Excentricitftt  und  der  Neigung  der  Planetenbahn 
abhängig. 

In  speciellen  Fällen  kann  die  Form  der  Entwickelung  (0)  ver- 
einüftcht  werden.  So  findet  man  nach  (1)  unmittelbar,  dass  r  eine 
periodische  Function  von  u^  ist,  in  welcher  H^  und  H^  nicht  vor- 
kommen. Weiter  ist  (p  eine  periodische  Function  von  u^  und  H^y 
in  welcher  Function  U^  nicht  vorkommt  Und  dies  ist  offenbar 
auch  mit  6  —  H^  der  FalL 

Die  Veränderliche  u^  wird  die  mitäere  Änomcdie  des  Planeten 
genannt     Wir  bezeichnen  sie  mit  M^  so  dass 

(10)  M^n{t  +  H^). 

Wir  sind  also  nun  zu  folgendem  Theorem  gelangt: 

Jede  Function  ^{r,  (p,  d  ^  i2),  die  in  0  —  Si  periodisch  ist  mit 
der  Periode  2n^  lässt  sich  als  eine  periodische  Function  von  M  und 
%  ^  Q  darstellen. 

Legt  man  die  X-Achse  in  den  Knoten,  so  werden  die  recht- 
winkligen Coordinaten  Functionen  von  der  genannten  Natur.    Wir 
werden    die   entsprechenden  Entwickelnngen   dieser  Functionen  im 
nächsten  Paragraphen  untersuchen. 
I  Da  zwischen  den  Elementarperioden  folgende  Relationen  be- 

i      stehen 


80  sind   im  Zwei-Eörperprobleme    diejenigen  Bedingungen    erfüllt, 

Gkaxlibb,  Mechanik  das  mmmelB.  I.  14 
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welche  nach  11  §  3  f&r  eine  in  der  Zeit  periodische  Bewegung  er- 
forderlich  sind.  Die  Länge  der  Periode  ist  gleich  2g)^^  oder  — » 
was  schon  ans  den  vorigen  Paragraphen  bekannt  ist. 


§  9.    Darstellung  der  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit. 

Bevor  ich   zu   den   rechtwinkligen  Coordinaten  übergehe^    wil 
ich  zuerst  den  Radius  Vector  als  Function  der  Zeit  darstellen. 

Da  der  Badius  Vector  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist,   so  wissen  wir  nach  11  §  2,   dass  r   eine  periodische 
Function    der   Zeit    ist    mit    der  Periode   — ,  wo  nach  §  4  (16*) 

(2)  "         ''"  '*'■ 


n  ^    n or 


Führt  man  die  mittlere  Anomalie  (J/)  aus  dem  vorigen  Para- 
graphen ein,  so  dass 

(3)  M^n{t  +  H^)^n{t^t„), 

wo  t„  die  Zeit  des  Durchgangs  des  Planeten  durch  das  Perihel  be- 
zeichnet, so  wird  r  eine  gerade  Functionvon  M,  die  nach  den  Cosinus 
der  Vielfachen  von  M  entwickelt  werden  kann.     Wir  setzen  nun 

(3*)  -^  =  ^B^  +  B^  cosilf+  B^Q0%2M+...y 

und  für  die  Coefficienten  hat  man  nach  dem  Theorem  von  Foimisxt 
den  Werth 


n 


(4)  B^  =  ^  f^  cos  »•  MdM. 
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Zur  Berechnung  dieses  Integrals  führen  wir  die  Hilfsgrösse  w 
aus  §  4  ein.  Nach  den  Formeki  (13)  und  (18)  in  den  genannten 
Paragraphen  hat  man 


(5) 

also 
(5*) 


r        - 

—  =s  1  —  tf  cos  w , 

a 

M  ^  w  ^  e  sin  w , 


dM^  {\  —  « cos w)dw. 


Durch  partielle  Integration  erhält  man  unter  Berücksichtigung 
der  ersten  Gleichung  (5) 


oder 


5.  = ^  fsin  t  Jlf sin  w  dto, 

0 
n 

JB.==  -^  j  C08(t  +  1  to  —  iesmw)dio, 

0 

r  I  cos(i  — 1«;  —  iesin%o)dw. 


Wir  sind  also  zu  der  Betrachtung  von  Integralen  von  folgender 
Form  geführt 


;* 


(6) 


Jj^  s=z  —  i  cos  [t  w  —  Ä  sin  w]  d 


w 


und  erhalten  mit  dieser  Bezeichnung 


(7) 


^.-f 


Integrale  Yon  der  Form  (6)  werden  BsssBL'sche  Integrale  oder 
auch  BBSSEii'sche  Functionen  genannt 

Wird  unter  |  ein  Werth  von  to  verstanden,  der  zwischen  den 
beiden  Grenzen  0  und  n  des  Integrals  Uegt^  so  ist 


(8) 


Jj*  SS  cos  (t  I  —  Ä  sin  I) . 


14' 
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Aus  diesem  Ausdrack  folgt: 

1)  dass  /^^  stets,  für  reelle  i  und  k,  zwischen  den  Werthen  —  1 
und  +  1  liegt; 

2)  dass  Jj*  für  keinen  (reellen  oder  imaginären)  Werth  von  k 
unendlich  werden  kann.  Man  kann  demnach  die  BESSEL'sche  ütnc- 
tum  J^  in  eine  beständige  convergente  Reihe  nach  den  Potenzen  von  k 
entwickeln,  * 

Diese  Entwickelung  lautet 

K^)  ^ic-  ^y       1{*  +  1)^    [^(*  +  l)(»  +  2) 

Zwischen  den  /-Functionen   besteht   die   folgende  Recorsions- 
formel 
(10)  Ä/j,'-i  -  2t/^*  +  Ä/^»  +  i  =  0, 

mittelst  welcher  man  sämmtliche  Functionen  berechnen  kann,  wenn 
J^  und  J^  bekannt  sind.  Diese  letzteren  sind  von  Besbel  tabulirt 
worden.  Handelt  es  sich  darum,  die  BfissEL'schen  Functionen  for 
hohe  Werthe  von  t  zu  berechnen,  so  ist  eine  von  Hansen  gegebene 
Eettenbruchentwickelung  zu  empfehlen. 

Die  BESSEL'schen  Functionen  befriedigen  die  folgende  homogene 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

In  Bezug  auf  die  Theorie  dieser  Differentialgleichung  verweise 
ich  auf  ,,EinfÜhrung  in  die  Theorie  der  Differentialgleichungen^'  von 

L.   SCHLESINGEB. 

Die  Formel  (7)  flir  B^  versagt  für  »  =  0.    Gehen  wir  aber    zn 
der  Formel  (4)  zurück,  so  erhält  man  leicht 

(12)  ^B,^\  +  \e*. 

Wir  wollen  nun  zu  der  Darstellung  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  als  Functionen  der  Zeit  übergehen. 
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Legen  wir  die  X-Acbse  in  den  Knoten^  so  hat  man  für  die 
Coordinaten  x^,  y^,  z^  nach  §  4  folgende  Ausdrücke  dnrch  die 
excentrische  Anomalie: 


(13) 


—  =  (cos  w  —  tf)  cos  (;r  —  fl)  —  "/l  —  tf*sintt;8in(?i—  fl); 


a 


=  cos  t  [yi— tf*  sin  tp  cos  (w  —  fl)  +  (cos  w  —  e)  sin  {n  —  fl)] ; 


=  sin  i  [yi— tf^sintt;C08(«  —  fl)+  (cos«?  — tf)sin(7r  —  fl)] 


Die  CJoefficienten  in  der  Entwickelung  von  x,  y  und  z  nach 
den  Vielfachen  der  mittleren  Anomalie  sind  also  von  der  Berech- 
nung der  folgenden  Integrale  abhängig 


(14) 


C^  =s  —  I  (cost<7  —  i)Q,o^iMdMy 


0 
2/1- 


B.  =  -^      *  /  sin  M?  sin  iMdM. 

0 

Man  findet  nun 

C,  =  — ^.  I  (costt?  —  e)  —^~^-^dM, 
*       nt  J  ^  '       dM 


oder 
(15) 


9* 

Cf  =  — r  /  sint  Jlfsintt;^?«?. 


In  ähnlicher  Weise  erhält  man 


(16) 


2  Vi  —  6*    f* 

i).  =s  — ^^ — , —  I  cos  iMcoswdto. 

»  nt       J 


Setzen   wir  hier  den   Ausdruck   (5)  für  M  ein,   so   bekommt 
man,  unter  Berücksichtigung  Yon  (6) 


(17) 
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Für  t  =  0  erhält  man  nach  (14) 


Cq^      —  I  COS w{\  ^  e cos w)dw  —  2e, 

0 

= je  cos*  M^(ft<?  —  2tf  =  —  8«, 


A=      0. 


Nimmt  man  auf  die  unmittelbar  sich  ergebende  Relation 


(18) 

Bücksicht,  so  ist  also 


jZ\  =  /,* 


(18*) 


cos  M?  —  tf  = 


+  **  1       »—1 

St«^««     cosiJI/, 


—  00 


+  00 


yi  —  tf*  sin  M?  =  yi  —  «*  2  ~  •'<•    sin  iM, 


—  00 


wo  man  für  t  =  0  in   der  letzten  Reihe  Null,  in  der  ersten ?-e 

zu  schreiben  hat 

Legen  wir  in  die  Bahnebene  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system,  dessen  X-Achse  von  der  Sonne  nach  dem  Perihel  gericlitet 
ist,  und  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  mit  |  und  rj,  so  hat 
wie  aus  (13)  unmittelbar  ersichtlich  ist, 


(19) 


I  =  a  (cos  W7  —  tf) , 


rj  =^a  yi  —  tf*  sin  w , 


und  man  kann  also  schreiben 


(20) 


I  cos  (w  —  Q)  —  ri  sia  (n  —  ii) , 
[|8in(w  —  i2)+  t]OOB{'n  —  fl)]  cos  i , 


Hiemach  hat  man 


§  9.    DartieUung  der  OoonUnalm  al$  FkruHonm  der  Zeit.      215 


(21) 


1-« 


27«^.    coaiM, 


—  GO 


+  00 


—  GO      • 


woraus  die  Entwickelnng  von  x,  y  und  z  hervorgeht  Diese  Coordi- 
naten  sind  somit  als  periodische  Functionen  der  Zeit  dargestellt, 
wobei  die  GoefiScienten  als  periodische  Functionen  von  91  —  fi  auf- 
treten, wie  im  vorigen  Paragraphen  a  priori  bewiesen  wurde. 

Die  Reihen  (21)  convergiren  f&r  jeden  Werth  der  Zeit  und  fftr 
jeden  Werth  der  Excentricität  (<  1). 

Mittelst  (9)  kann  man  die  Goordinaten  nach  positiven  Potenzen 
der  Excentricität  entwickeln.  Die  so  erhaltene  fieihe  —  nach 
den  successiven  Potenzen  der  Excentricität  geordnet  —  conver- 
girt  dagegen  nicht  f&r  alle  diejenigen  Werthe  der  Excentricität, 
die  kleiner  als  die  Einheit  sind.  Wir  wesden  in  einem  folgenden 
Abschnitt  die  Grösse  des  Convergenzbereiches  dieser  Reihen  unter- 
suchen. 

Gehen  wir  nun  zu  einem  beliebigen  Goordinatensystem  über; 
dessen  X-Achse  den  Winkel  Q  mit  dem  Knoten  bildet,  und  nennen 
die  Goordinaten  in  diesem  System  x,  y,  z,  so  hat  man 


(22) 


a:  33  jTq  cos  .fi  —  y^  sin  12 , 
y  =  ar^8infl+yjjC08fl, 


z  =»  z, 


0' 


und  wir  können   somit   nach  (20)   diese  Goordinaten   in   folgender 
Form  schreiben: 


(23) 


x^Ä  i  +  £  17, 
y  =  ^1  +  ^1 17, 


wo  die  Coefficienten  Ä  und  JB  folgende  Werthe  haben: 
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(23*) 


DcLs  Prchlem  der  zwei  Körper. 


(  A  =  co8(«  —  fl)co8  fl  —  8m(jr  —  fl)8m  flcosi, 
£  =  —  sin  («  —  fl)co8  ß  —  C08(:;r  —  ß)8in  .ficosz, 
A^  ==  C08(;r  —  ß)  sin  fl  +  8m(«  —  fl)co8flco8i, 
jBj  =  —  sin  (:;r  —  ß)  sin  fl  +  cos  (itt  —  fl)co8  ii  cos  i , 


^  = 
5,= 


sin  {7$  —  ß)8int, 
cos  {n  —  fl)  sin  t . 


Mittelst  (23]  und  (21)  sind  die  allgemeinen  Aasdrücke  der 
Coordinaten  im  Zwei-Eörperproblem  als  Functionen  der  Zeit  ge- 
geben. 


FÜNFTER  ABSCHNITT 


DAS  PROBLEM  DER  DREI  KÖRPER 


§  I.   Allgemeine  Integrale  dee  Probleme  der  drei  Körper. 


Wenn  wir  die  absoluten  Coordinaten  der  Masse  m^  mit  x^j  y^,  z. 
bezeichnen,  so  hat  die  Eräftefdnction  (F)  den  Ausdruck 


(1) 


F  = 


k*  nii  mj 
___  _  _ 


(0=28,31,12), 


wo  k^  die  Attractionsconstante  bedeutet  und 


(1*) 


r,/  =  (*,  -  x/  +  (y,  -  y/  +  (z,  -  z/ 
Die  Bewegungsgleichungen  sind  nun 


(2) 


m 


m 


d^Xi       dV 


m 


*  df*         dxi 

d^Vi        dV 
'   dt*         dyt 

(1=1,2,3). 

d*xt  _  dV 

<  dt* 


dxt 


Es  ist  bei  gewissen  Untersuchungen  vortheilhaft,  die  drei  Co- 
ordinaten mit  demselben  Buchstaben  zu  bezeichnen,  und  es  seien  dann 

^i>  's'  's  ^®  absoluten  Coordinaten  des  1.  Körpers, 


'49  's?  'e     » 


^79   's'   '9       >» 


» 


» 


f> 


2. 


„     3. 


w 


» 


Der  Symmetrie  wegen  ist  es  dann  angemessen,  die  Masse  des 
ersten  Körpers  mit  m^  oder  m^  oder  m^  zu  bezeichnen,  diejenige 
des  zweiten  Körpers  mit  m^  oder  m^  oder  m^  u.  s.  w.  Setzen  wir 
weiter 
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(3)  Vi^^i^-^,      (t  =  l,  2,  ...,  9) 

so  bekommt  man  für  die  lebendige  Kraft  1  den  Ansdruck 

(4)  2'=|2'n.(^r-i2iry^ 

Da  nun  die  Eräftefimction  nur  Yon  den  Coordinaten,  und  nicht 
explidte  von  der  Zeit  abhängt,  so  ist 

(5)  H^T^r, 

und  die  canonischen  Differentialgleichungen  lauten 

^^'       -dT-^'d^'      ~dt "0x7      i«-ij  ^, --M  »). 

Zu  den  Differentialgleichungen  (2)  oder  (6)  existiren  10  al- 
gebraische Integrale.  Die  Existenz  dieser  Integrale  ist  eine  Folge 
gewisser  Eigenschaften  der  charakteristischen  Function.  Es  ist 
nämlich: 

1)  H  von  der  Zeit  (explicite)  unabhängig.  Hieraus  folgt  das  Inte- 
gral der  lebendigen  Kraft; 

2)  H  von  der  Lctge  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  unabhängig^ 
weil  bei  einer  Aenderung  dieser  Lage  die  Werthe  der  Ge- 
schwindigkeiten und  der  Abstände  nicht  beeinflusst  werden. 
Hieraus  folgen  die  6  Integrale  des  Schwerpunktes;  und  end- 
lich bleibt 

3)  V  bei  einer  Drehung  des  Coordinatensystems  unverändert  Eü.eraas 
gehen  die  3  Flächenintegrale  hervor. 

Wir  wollen  die  genannten  Gesichtspunkte  Yollständiger  aus- 
führen. Da  H  die  Zeit  explicite  nicht  enthält,  so  existirt  nach 
I  §  8  das  Integral 

(7)  H  =  Const.  =  h , 

das  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  nennt 

Setzt  man  die  Werthe  für  T  und  T  in  i?  ein,  so  lautet  dies 
Integral  also 


§  1' 
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oder 

(7«) 


9 


1  ^y** 

2  c^itni 


+  *, 


1  -^r«      (dXi\*       -^^k^mtfnj    ,    . 


Wird  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  tun  die  Grösse  —  cc 
in  der  Richtung  der  X-Achse  yerschoben,  so  werden  x^,  x^  nnd  x^ 
dabei  um  den  Werth  cc  vermehrt,  die  übrigen  Coordinaten  aber 
bleiben  nnverändert,  und  da  bei  einer  solchen  Verschiebung  B  nicht 
geändert  wird,  so  hat  man 


0=2 


dH 


und  ebenso  ist 


0  = 


1  =  0  ^^1  +  8» 


Nach  (6)  ist  somit 


0  =  2 


^+31 

dt 


«[^2  +  3^ 

dt 


^Vs-t 


3i 


dt 


ans  welchen  Gleichungen,  nach  AusftLhmng  der  Integration,  folgt 


(8) 


i- 

2 


2 


yi+8»  =  «1 


y2  +  8l  =  «2 


ys+si  =  «8? 


wo  Oj,  o,  und  o,  drei  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Nimmt  man  indessen  auf  die  Relationen  (8)  Rücksicht,  und  be- 
zeichnet mit  b^,  b^,  &3  drei  neue  Integrationsconstanten,  so  erhält 
man  durch  eine  nochmalige  Integration 


(9) 


2»Wi  +  s«Xn.3i  =  Oj^  +  ij, 

2»'»2  +  3»^2  +  3«  =  «2^+  *2» 
2^8  +  81^:8  +  31  =  «s'  +  *8  • 


222  Das  Problem  der  drei  Körper. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  werden  die  SchwerpunktsinUgraie 
genannt  Nennen  wir  die  Summe  der  drei  Massen  M  und  die  Go- 
ordinaten  des  Schwerpunktes  X^y  X^y  X^j  so  ist  nämlich 


(10) 


MX^  =»  S^'^i  +  Si^i  +  so 

MX^  =  ^^  +  8>^2  +  8<} 


und  folglich  hat  man  nach  (9) 

(10*)  MX.^a.t  +  b^      (1=1,2,8) 

und  nach  (8) 

r.^a,       (1=1,  2,  8), 
wo 

(10**)  7,  =  M^ . 

'  ^  dt 

Der  Schwerpunkt  der  drei  Körper  bewegt  sich  also  gerad- 
linig und  mit  unveränderlicher  Geschwindigkeit 

Da  die  Kräftefiinction  F  nur  von  den  gegenseitigen  Abständen 
der  Körper  abhängt,  so  bleibt  sie  bei  einer  Drehung  des  Coordi- 
natensystems  unverändert     Setzt  man  also 

^'l+8i  =  ^1+8«  > 

^'2+3i  =  X2+3i  cos  (f  —  «8+31  siu  9> ,         (t  =  0,  1 ,  2) 

*'3+8i-  =  *2+8<  sin  9>  +  xs+si  cos  (p , 

und  drückt  die  Kräftefunction  durch  die  neuen  Coordinaten  x'.  aus, 
so  hat  man^ 

-g—  (x^,  a:  j ,  . . . ,  Xg)  ^  V 

oder 

welche  Gleichung  offenbar  auch  ihre  Gültigkeit  behält,  wenn  man 


^  Vgl.    DziOBBx:      Die    mathematUchen    Theorien    der    Planetenbe'we- 
gangen.    S.  40. 
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statt  der  gestrichenen  Coordinaten  die  firüheren  Coordinaten  {x^  ein- 
fthrt    Es  ist  aber  nach  (5) 


und  somit  ist 


dxi 


d  V 


Nimmt  man  nun   auf  die  Gleichungen  (6)  Bücksicht,   so   hat 
man  also 


(11) 


Durch  Permutation  erhält  man  zwei  ähnliche  Gleichungen. 
Werden  diese  Gleichungen  integrirt,  so  erhält  man  die  drei 
Flächenintegrdle 


(12) 


^(^a  +  si^a  +  Si  ~  ^8  +  3»ya  +  8»)  '^  ^i> 
]^F8  +  3»yi+3i  "~  ^i+s^ys  +  Si)  ~  ^a» 

^(^1+31^8+3»  ""  *a +3*^1 +3 i)  "  ^3  > 


wo  c^,  c^j  C3  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Führt  man  wieder  die  Bezeichnung  a:.,  y^^  z^  für  die  recht- 
winldigen  Coordinaten  der  Masse  m^  ein,  so  lauten  die  Flächeninte- 
grale  f olgendermaassen : 


(12*) 


''>('<-3T-''-nl~ 
2«,(*,^-»,^)- 


1» 


C%f 


^3- 


Wird  die  Richtung  der  Goordinatenachsen  geändert,  so  ändern 
sich  auch  die  drei  Gonstanten  c^,  c,,  c^,  jedoch  so,  dass  die  Summe 


unverändert  bleibt    Man  kann  die  Richtung  des  Coordinatensystems 
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80  wäMen,  dass  c^  =  c^  =  0.  Die  so  bestimmte  X  F- Ebene  wird 
von  Laplace  die  unveränderliche  Ebene  genannt,  and  wegen  der  Be- 
deutungy  welche  diese  Ebene  für  gewisse  Untersuchnngen  in  der 
Störungstheorie  hat,  werde  ich  die  Formeln  znr  Bestimmung  der 
Lage  dieser  Ebene  ableiten. 

Bei  einer  Drehung  des  Coordinatensystems  gehen  die  Coordi- 
naten  x,  y,  z  in  die  neuen  Coordinaten  x\  y,  sf  über^  welche  mit 
den  Yorigen  dutch  eine  orthogonale  Substitution  verbunden  sind. 
Es  sei  also 


(13) 


ar'  =  cc^x  +  ß^y  +  y^z, 
y  ^cc^x  +  ß^y  +  y^z, 
z'  ^cc^x  +  ßj^y  +  y^z, 


wo  zwischen  den  Coefficienten  die  sechs  Belationen 


(13*) 


bestehen. 

Man  bekommt  hieraas 


1, 

0 


(14) 


,dx' 
y-dJ 


+  (Ti «. - y» «s) ['-jt  -''-dt) 


In  den  transformirten  Coordinaten  x\  y\  z  erhalten  die  Flächen- 
integrale die  Form 


(15) 


2        1  j  da^         ,  d%'\ 


dt 


I  ,  rf/         ,d!if\ 

""A'dt-y-dTj^ 


'1  > 


'2> 


V- 
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Man  erii&lt  also  aas  (14),  wenn  man  mit  m,  moltiplicirt  und 
die  Ausdrücke  Ar  alle  Körper  summirt 

V  =  (^«  y.  -  Ä  y.)  ci  + 
+  (y»  «s  -  ^8  <^)  <i  + 

and  hieraas  bekommt  man  nach  Permatation  der  Indices  die  drei 
Gleichangen: 

'  V = O?»  ys  -  A  r«)  «1  +  (y»  «8  -  y« ««)  «^« + («1 A  -  «.  A)  «'s  > 

(16)    i    c,'  =  (/9,y,-/?jy,)Ci  +  (y,a,-yi«,)c,  +  («j/?i-ai/?,)c,, 

«s'  -  O'i  y«  -  Ä  ^i)  «1  +  (/i  «^  -  y«  «i)  <^ + («1 A  -  «8  A)  «'s  • 

Diese  Formeln  können  einfacher  geschrieben  werden.    Man  hat 
in  der  That 

(/'s  n  -  A  rt?  +  iß,ri-  A  n)'  +  ißir,-  A  rd*  = 
=  0?i*  +  A'  +  AI  (yi* + r,' + r,*)  -  0?i  n  +  A  r,  +  A  n?  = 
=  1, 

imd  weiter  ist  identisch 

A  O^s  n  -  Ars)  +  A  iß,  Yx  -  A  ^s)  +  A  iß^  r,  -  A  n)  =  o, 
Tiifitn  -  Ars)  +  rtißsri  -  Ars)  +  nißxr,  -  An)  =  o- 

Werden  diese  Gleichangen  mit  den  drei  folgenden 

«1*  +  «1*  4-  «8*  =  1  > 

«iA+«8A+«sA  =  o» 

Teichen,  so  findet  man,  dass 

±<>H^ß3ra-ßir„ 
±«j  =  Ayi  -A^s» 
±«s  =  Ay8-Ayi» 


Cbabuxb,  Medumik  dM  Himmels.  I. 
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wo  linker  Hand  gleichzeitig  entweder  das  Zeichen  Plus  oder  das 
Zeichen  Minus  gelten  muss.  Wenn  aber  die  beiden  Coordinaten- 
systeme  zusammenfallen  sollen ^  so  müssen  die  Coefficienten  a,  ß,  y 
folgende  Werthe  annehmen: 

0^3=    0,     /93=    0,     r8=+i. 

Hieraus  folgt,  dass  in  den  obigen  fielationen  das  Pluszeichen 
allein  zulässig  ist,  und  demnach  bestehen  die  Relationen 


«1  ^ßtrs-ßaTif 
(17)  j  ^t=ßzri-ßin^ 

«8  =  Äy»-Än' 


I 


aus  welchen  durch  Permutation   sechs  ähnliche  Relationen  folgen. 
Die  Gleichungen  (16)  werden  also 


(18) 


C/  =  «1  C,    +  /?!  Cg  +  /i  Cj  , 

c,'  =  o,  Cj  +  /9,  c,  +  ^'j  C3 , 

<^8'  =  «3  <^l   +  Ä  ^J  +  ^8  ^8  > 


welche  Relationen,  mit  (13)  verglichen,  den  Satz  enthalten,  dass  die 
Constanten  der  Flächen  —  c^,  c^,  Cg  —  sich  bei  einer  Drehung 
des  Coordinatensystems  wie  die  Goordinaten  selbst  transformiren. 

Aus  (18)  folgt,  dass 
(19)  c/»  +  c,'>  +  C3'«  =  c,^  +  c,>  +  C3«  =  C\ 

wo  C  eine  Yon  der  Lage  des  Coordinatensystems  unabhängige  Con- 
stante  bezeichnet 

Im  Besonderen  kann  man   das  Coordinatensystem   so   drehen, 
dass  Cj'  =  0  =  Cj'. 

Werden  nun  die  Gleichungen  (18)  mit  cc^,  a^,  a^  multiplicirt 
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uid  die  Besultate  addirt»  ebenso  mit  ß^,  /9, ,  /?,  u.  s.  w.,  so  bekommt 
man  die  drei  Gleichungen 


m 


Cj  =s  «j  Cj'  +  «j  Cj'  +  0^8  ^s'  » 

^1  ==  A  ^i'  +  ß%  V  +  A  ^s' ' 

<^8  =  yi  V  +  yiV  +  ysV» 


welche  ftr  c^'  =»  c^'  =:  0  in  die  folgenden  übergehen 


(19*)    «,= 


y^ 


V^i'  +  V  +  V 


Durch  diese  Oleichnngen  werden  die  Cosinus  der  Winkel  be- 
stimmt,  welche  die  Normale  der  unyeränderlichen  Hbene  mit  den 
ursprünglichen     Coordinaten- 
achsen  bildet 

Bezeichnet  man  mit  y  die 
Neigung  der  unyeränderlichen 
Ebene  gegen  die  XF- Ebene, 
mit  U  den  Winkel,  den  der 
(au&teigende)  Knoten  der  un- 
yeränderlichen Elbene  auf  der 
ZF-Ebene  mit  der  X-Achse 
bfldet,  80  bekommt  man  un- 
mittelbar aus  der  nebenstehen- 
den Figur  19: 

D^  SS      sin  /  sin  /7, 
(19**)'     /9,  =-sinycos/7,  Fig.  19. 

.    y,  =      cosy, 

und  hat  also  zur  Bestimmung  yon  y  und  II  die  Gleichungen: 


(20) 


tg/7  = 
tgysinZr« 
tgycos/7  = 
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Die  in  diesem  Paragraphen  gemachten  Auseinandersetzungen  be- 
halten unverändert  ihre  Gültigkeit,  wenn  man  statt  nur  drei  Eörpem 
eine  beliebige  Zahl  yon  Massen  betrachtet,  die  sich  nadi  dem 
NEWTON'schen  Oesetz  anziehen.  Man  hat  in  der  That  nur  die 
Summationen  in  (7**),  (9)  und  (12*)  über  sämmtliche  Körper  in  dem 
System  auszudehnen. 

Nimmt  man  in  unserem  Planetensystem  die  Ekliptik  zur  XY- 
Ebene,  so  weiss  man,  dass  die  j-Coordinaten  sämmüicher  grossen 
Planeten  klein  sind.  Es  folgt  hieraus  nach  (12*),  dass  die  Con- 
stanten C|  und  c,  im  Planetensystem  kleine  Werthe  haben,  und 
aus  (20)  findet  man  demnach,  dass  die  Neigung  y  der  unveränder- 
lichen Ebene  gegen  die  Ekliptik  klein  sein  muss.  Um  ihre  Lage 
zu  bestimmen,  könnte  mau  die  Werthe  der  Goordinaten  und  der 
Geschwindigkeiten  der  Planeten  für  eine  bestimmte  Zeit  in  (12*) 
einsetzen  und  unter  Berücksichtigung  der  Werthe  der  Massen  die 
Gonstanten  c^,  c^  und  c,  berechnen.  Diese  Berechnung  kann  in- 
dessen einfacher  ausgeführt  werden,  wie  in  einem  der  folgenden 
Paragraphen  gezeigt  wird. 

Die  Bestimmung  der  Lage  der  unveränderlichen  Ebene  fiir 
unser  Planetensystem  ist  zwar  mit  einer  gewissen  Unsicherheit 
behaftet,  da  nämlich  die  Massen  der  Planeten  nicht  genau  bekannt 
sind.  Diese  üngenauigkeit  ist  indessen  so  unbeträchtlich,  dass  man 
mit  für  praktische  Zwecke  genügender  Schärfe  die  Lage  der  unver- 
änderlichen Ebene  bestimmen  kann,  und  wir  werden  im  Folgenden 
finden,  dass  es  gewisse  Vortheile  gewährt,  die  so  bestimmte  Ebene 
als  XF-Ebene  bei  den  Untersuchungen  über  die  Bewegungen  der 
Körper  im  Planetensystem  zu  benutzen. 


§  2.    Bewegungsgleicbungen  für  relative  Goordinaten. 

Mittelst  der  bekannten  10  allgemeinen  Integrale  des  Problems 
der  drei  Körper  —  dem  Integral  der  lebendigen  Kraft,  den 
sechs  Schwerpunktsintegralen  und  den  drei  Flächenintegralen  — 
kann  man  die  Ordnungszahl  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung von  18  bis  8  herunterdrücken.    Es  lassen  sich  also,  durch 
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eine  geeignete  Wahl  der  Goordinaten,  die  Bewegungsgleichungen 
auf  4  Freiheitsgrade  redudren,  und  wir  werden  diese  Reduction 
später  thatsächlich  dnrchf&hren. 

Im  allgemeinen  wird  indessen  die  Ordnungszahl  der  Differen- 
tialgleichimgen  auf  dieses  MinironTn  nicht  gebracht  ^  In  den  meisten 
Fällen  giebt  man  sich  damit  znfiriedeni  die  6  Schwerpnnktsinte- 
grale  zu  benutzen  und  mit  ihrer  Hilfe  die  Ordnungszahl  Ton  18 
auf  12  zu  bringen. 

Bezeichnen  wir  mit  |.  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt^  so  dass 


X.  .  ..  = 


(1)  I  '•+..  = -X.  +  I.+,,.  («-0,1,2) 

*a+8«  **  -^  +  l8+8<» 

SO  ist  nach  §  1  (10) 

(2)  .§^.  +  8il.  +  8i  =  0     (*-l,2,3), 
und  also  auch 

S-'.+.i^^-O    ('  =  1,2,8), 
oder 

(3)  2fl.+8i  =  0    (»=1,2,  8), 
wenn  gesetzt  wird 

(3*)  •'.-'"i^- 

Aus  (1)  erhält  man   nun  nach  (3*)  und  den  Gleichungen  (3) 
und  (10**)  im  Torigen  Paragraphen 

(4)  y.+.<  =  ^i;  +  fl.+,.    (*-l,2,8). 

Wird   dieser  Werth   in    den   Ausdruck  der    lebendigen  Kraft 
§  1  (4)  eingesetzt,  so  erhält  man,  unter  Berücksichtigung  yon  (3) 

(4-)  2'=l2ir,»  +  i2g- 

^  lian  kann  sogar,  wenn  man  die  canonische  Form  aufgiebt^  die  Ord- 
nungszahl auf  7  herunterdrücken.    Vgl.  §  10. 
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Setzt  man  also 

(5*)  5=i2^_F, 

80  wird 

(5)  4T  =  lf'       ^  =  -11     (-1.2....,  9). 

Man  bekommt  also,  wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  in  den  Schwerpunkt  legt,  Differentialgleichungen,  welche  yon 
derselben  Form  sind,  wie  diejenigen,  die  ftir  die  absoluten  Coordi- 
naten  gültig  sind. 

Es  muss  indessen  bemerkt  werden,  das  zwischen  den  neuen 
Coordinaten  die  Relationen  (2)  und  (3)  bestehen,  so  dass  von  den 
neun  Coordinaten  1^  nur  6  yon  einander  unabhängig  sind.  Man  kann 
also  die  Coordinaten  1^  gegen  sechs  andere  Coordinaten  vertauschen. 
Gewöhnlich  werden  als  solche  die  Coordinaten,  bezogen  auf  eine 
von  den  Massen  als  Anfangspxmkt,  gewählt  Solche  Coordinaten 
nennt  man  relative  Coordinaten^ 

Nennen  wir  die  drei  Körper  Ä,  B  und  C  und  nehmen  wir  C 
als  AnfjEuigspunkt  der  Coordinaten,  wobei  |^,  |g  und  1^  als  Coordi- 
naten von  C  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  angenommen  werden, 
so  sind  die  relativen  Coordinaten 

)»      ^''        64  ~  S7  »  Ij  ~"  58  »  Sa  ~  S9  • 

Wenn  diese  relativen  Coordinaten  bestimmt  sind,  so  sind  auch 
die  Werthe  der  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  bekannt. 
Man  hat  nämlich  nach  (2) 

so  dass  man  mittelst  der  Formeln 

(6)  I  -  iWls  =  «»3  (I3  -  le)  +  "«.  (Is  -  Is) . 

-  M^^  =  »«3  (Ig  -  Ig)  +  OT,  (Ig  -  Ig) 
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die  Coordinaten,  bezogen  auf  den  Schwerpunkt,  aus  den  relativen 
Coordinaten  berechnen  kann« 

um  die  Differentialgleichungen  f&r  die  relativen  Coordinaten 
abzuleiten,  gehen  wir  von  den  Oleichungen 


(7) 


m.  — ; — 

»   dt 


BV 


(t==l,  2,...,  9), 


welche  mit  (5)  identisch  sind,  aus. 

Werden  die  Massen  von  J,  B  und  C  mit  m^,  m^  und  m^  be- 
zeichnet,  so  erhalten  wir  nun  aus  (7) 


(8) 


m 


m 


m 


«       dt* 
«       dt* 


und 


(8*) 


m 


m 


m^ 


öl, 

er 

31. 
dV_ 

ÖI4 

8V 

öl. 

dV 


•      dt* 

d»(l«- 

f,) 

»       d<« 

«Pd.- 

f.) 

»    rf<« 

«p(i,- 

f.i 

m^  dV 

wie     dfs    ' 


m^   BV 

nie  Bij  ' 

mr,    BV^ 
m^   BV 


dt* 


Ö  f e         f»o    Ö  I9 


In  den  Oleichungen  (8)  und  (8*)  kommen  offenbar  nur  die 
relativen  Coordinaten  vor,  da  die  Abstände  zwischen  den  Körpern 
nnd  also  auch  V  nur  von  diesen  Coordinaten  abhängen. 

Diese  Gleichungen  können  in  canonische  Form  gebracht 
werden,  indem  man,  nach  den  Auseinandersetzungen  in  I  §  8, 

9i  =  li  -  I7  * 
?!  =  la  -  Is 

0.  8.  w.  setzt,  die  lebendige  Kraft  T  durch  die  Grössen  q^  ausdrückt 
and  die  entsprechenden  canonischen  Coordinaten  'p^  durch  die 
Gleichung 
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dT 


bestimmt,  womit  man  hat 


dt 


dH 
dpi  ' 


dpi 
dt 


dH 
dqr 


(t=l,   2,   ...,   6). 


Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  diese  canonischen  rela- 
tiyen  Coordinaten  aufsuchen. 

Gewöhnlich  bedient  man  sich  indessen  nnr  relatiyer  Coordi* 
naten,  die  nicht  canonisch  sind.    Setzt  man 


(9) 


?i  =*  li  -  Ir  *   ?4  ==  I4  -  I7 ' 
?a  "=  la  ""  ßs  >   ?6  ~  b6  ■"  Sa  > 

?8  **  S8  ■"  S  9  »         ?«  ^  b6  ""  69  » 


und  combinirt  mit  diesen  Coordinaten  sechs  Grössen  p.  so  bestimmt, 

dass 

(10)  Pi  =  ^i^^     (.  =  1.2,...,  6), 

so  können  die  Differentialgleichungen  für  p^  und  q.  zwar  nicht  in 
canonische  Form  gebracht  werden.  Dagegen  können  sie  eine 
Form  annehmen,  welche  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  der  cano* 
nischen  Form  hat,  und  deswegen  yon  Poincab£  halbcanonisch  ge- 
nannt wird.^ 

Wir  haben  nämlich 


(11) 

wo 
(12) 


^  -a- — 1 j- 


ea 


r^b 


»•».•  =  «4  -  Ir)*  +  (I.  -  Is)*  +  (1.  -  I.)' . 
»•.«'  =  (li  -  ir)'  +  (I.  -  le)*  +  (I,  -  l.)S 
»-,»*=  (li  -  I4)'  +  (I.  -  I.)'  +  (Ss  -  I«)'. 


welche  Gleichungen  auch  in  der  Form 


^  Bulletin  astronomiqtie  1897. 
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(12*) 


geschrieben  werden  können. 

Um  nun  die  in  (8)  und  (8*)  Torkommenden  partiellen  Differen- 
tialquotienten  yon  F  zu  bilden,  bemerken  wir  zuerst,  dass 

dV^dV 
dSi^  dqt* 

ftr  1  s  1 ,  2 ,  . . .,  6.    Die  Gleichungen  (8)  und  (8*)  sind  also  Ton 
der  Form 


(13) 


m 


cPqi        dV        m.     ö  F 


Nun  ist  aber 


dqt 
dV 


fWfc     ö  F 


Ö  g<  ^e     d  f  «  ^  { 


(.-1,  2.  3), 
(«•-4,  6,  6). 


also 


und  ebenso 


oft 


ifift  ÖF 

Weiter  hat  man 


k^mi  tn^  qi  ^t^f^i^q^ 

r~~»  "^       r  J 

'ae  '  eb 


dq^ 

dl/r, 
dq^ 

Setzt  man  also 


d  1/re. ^ 


ea 


0, 


dq^ 
dq^ 


0, 


(U) 


-ZT-  +  "t;^ zr-ir  (?i  7*  +  9a  ?6  +  ^s  ?e)  ^ 


K   = 


^  +  -7 —  +  -I T-T-Wi  94  +  ?2  95  +  ?8  9«) 

'ac  '6e  'ae 
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80  bekommen  die  Gleichungen  (13)  die  Form 


(15) 


-^^-^     (-4,5.6). 


Will  man  nun  die  Grössen 


einführen,  und  setzt 


dqi 


(16) 


^.=  2^§:^  -  '"-  -;r; ^  +  -^;t-(?x ?«+?.?« +?,?•). 

^^^i.\m~^~  -r VT  +  -r*~(?i?4+yi?« +?»?$). 


80  bekommt  man  die  ^^halbcanonischen'^  Bewegnngsgleichimgen  f&r 
relative  Coordinaten 


(17) 


dqi         d  Hg  dpt  d  Ha       /.       i     o     qn 

"äT^TpT'      'dJ öT     «*=-^'^'^)' 


dt  dpi   ^         dt  d qi 


(1  =  4,  5,  6). 


Jeder  Körper  in  dem  System  bekommt  hier  seine  eigene 
charakteristische  Function.  Es  sind  Differentialgleichnngen  yon 
dieser  Form,  welche  gewöhnlich  den  Untersuchungen  in  der  soge- 
nannten Störungstheorie  zu  Grunde  gelegt  werden.  Dieselben  be- 
sitzen ftir  rechnerische  Aufgaben  gewisse  Vorzüge,  welche  aber  Ter- 
loren  gehen,  wenn  es  sich  um  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Bewegungen  handelt  Es  ist  dann  Tortheilhafter,  sich  canonischer 
Coordinaten  zu  bedienen. 

§  3.    Canoniscbe  relative  Coordinaten. 

Um  ein  canonisches  System  yon  Coordinaten  aufzustellen,  wo 
die  relativen  Coordinaten  als  ^-Coordinaten  eingehen,  hat  man  nadi 
I  §  8   die   lebendige    Kraft  T  durch   die   ^-Coordinaten   und    ihre 
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Differenüalqaotieiiten  aaszudrücken,  und  man  erhält  dann  die  ent- 
sprechenden />-Coordinaten  durch  die  Formel 


(1) 


dT 


Nun  ist  nach  §  2  (4*) 


^^-«S('^)'^S-(")" 


Das  erste  Glied  in  diesem  Ausdruck  ist  nach  §  1  (10*)  gleich 
einer  Constante  und  braucht  deswegen  nicht  berücksichtigt  zu 
werden.    Setzen  wir  also 


(2) 


2.. 


9 


"**  (w ' 


80  ist   die  Aufgabe  znnSchst,  die  rechte   Seite   dieser  Gleichung 
durch  die  relativen  Goordinaten  aaszudrücken. 
Man  hat  nun 

li  =  ?i  +  Ir  >      I4  =  8'4  +  Ir » 

Sl  =  ?«  +  l8»  lj  =  ?J  +  l8» 

Is  =  ?s  +  I9 »      I«  =  ?«  +  I9 


and  nach  §  2  (6)  ist 


(3) 


Also  inrd 


(^) 


-  ^la  =  »»1  ?»  +  »»,  ?j , 

^"^1  =  K  +  «e)?!  -  "»6?4. 


^l4 

^1. 
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Durch  (3)  und  (4)  sind  nun  die  Coordinaten  in  Bezog  auf  den 
Schwerpunkt  durch  die  relatiyen  Coordinaten  ausgedrückt  Aehn- 
liehe  Formeln  gelten  ftir  die  Geschwindigkeiten  |/.  Hieraus  er- 
hält man 


(5) 


-  2  »n,  »n»  (?,'  ?/  +  ?i'  ?6'  +  9z  ?.')]  • 


(5*) 


Nach  (1)  bekommt  man  nun 


Zieht   man  aber  die  Relationen  (4)  in  Betracht,  so   können 
diese  Gleichungen  in  der  Form 


(6*) 


Pi^^i^l      (»=1>  2,  ...,  6) 


geschrieben  werden.  Die  relativen  Coordinaten  und  die  ctbsohäen 
Geschwindigkeiten  mit  der  Masse  multiplicirt  bilden  also  zusammen  ein 
System  von  canonischen  Coordinaten  für  das  ßrei^KÖrperprobletn.^ 

Nach  §  2  (2)  hat  man 


und  es  ist  folglich 


(6**) 


^7^7=—  ^il" '^4  I4 


l/  =  -7;r(A  +Pa)' 


m, 


!.'  = 


--^(ft  +  p.). 


-^{Pz+P,)- 


Man  kann  also  die  lebendige  Kraft  in  der  Form 


*  Poimcab£:  Bulletin  astronomiqae  1897. 
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(6) 


r^B  1q  f^i!  o.  ^  j.  iEL±p^l] 


schreiben^  wenn  das  Zeichen  §  bezeichnet,  dass  die  Sunmation 
Qber  die  drei  Coordinatenachsen  ausgeführt  werden  soll.  Wir 
können  statt  dessen  anch  die  Form 


(7) 


^'=■^8 


p^  ,  p^  .  *pip* 


wählen,  wo  gesetzt  ist: 


(7*) 


1_ 

= 

1 

+ 

1 

1 

= 

1 

+ 

1 

1 

1 

m. 


ffit 


Die  canonischen  relativen  Goordinaten,  auf  die  Poikcab£  zu- 
erst anfinerksam  gemacht  hat,  sind  wegen  ihrer  EHnüachheit  yon 
grossem  Interesse.  Wir  werden  indessen  in  einem  folgenden  Para- 
graphen finden,  dass  sie  mit  einigen  ünYollkommenheiten  behaftet 
sind,  welche  man  durch  Anwendung  der  Ton  Jacobi  eingeführten 
canonischen  Coordinaten  vermeiden  kann. 


§  4.    jACon'sche  canonische  Coordinaten. 

In  seiner  berühmten  Abhandlung  ,,Sur  l'^Iimination  des  noeuds 
dans  le  problöme  des  trois  corps''  hat  Jacobi  ein  System  von 
Coordinaten  benutzt,  bei  welchem  die  Differentialgleichungen  von 
canonischer  Form  werden,  ohne  dass  die  Form  der  lebendigen  Kraft 
geändert  wird.  Sein  Resultat  ist  yon  Allegbet  (Journal  de  Math6- 
matiqnes  pures  et  appliqu^es,  1875)  für  n  Körper  verallgemeinert 
worden.     Der  Gang  dieser  Untersuchung  ist  ungefähr  der  folgende. 

Bezeichnen  wir  mit  f.,  17^,  ^.  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Masse  m,.,  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfangspunkt  be- 
zogen,  so  ist  nach  §  2  (4*),  wenn  wir  von  dem  constanten  Glied  absehen, 
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-=  iS".((")'+  (4?)"^  (4^)' 


und  die  Bewegungsgleichungen  lauten 


(2) 


d'ii 


dV 

dV 
dfii ' 

dV 


(i  «  1 ,  2 ,  . . . ,  n) 


Zwischen  den  Coordinaten  bestehen  die  drei  Gleichungen 


(3) 


0  =  2"»ili  =  2"»i^i  =  2»»i^i- 


Mittelst  (8)  können  drei  yon  den  Coordinaten  durch  die  übrigen 
ausgedrückt  werden,  und  man  kann  also  in  verschiedener  Weise 
die  8  n  Coordinaten  ^^,  ij.,  ^  durch  8  (n  —  1)  neue  Veränderliche 
ersetzen.  Das  Einfachste  ist,  dass  man  die  Relation  zwischen  den 
neuen  und  den  alten  Coordinaten  durch  lineare  Gleichungen  aus- 
gedrückt annimmt    Wir  setzen  nun 


(4) 


61  ~"  ^11  ^1  +  ^12  ^a  +  •  •  •  "I"  ^1 '  n—l  ^n— 1  > 
la  ^  ^21  *1  +  ^2» ^a  +  •  •  •  +  ^'«-1  ^n-1  ' 

in  =  «„1^1  +«0*2  +  •  •  •  +  a„>«-l*n-l  ; 

^1  =  «iiyi  +  «iiya  +  •  •  •  +  ai>n-iy«-i 

u.  s.  w., 

?1    =  «11  ^1  +  «11  ^2  +  •  •  •  +  «^.  «-1  ^n-l 

u.  s.  w., 

so  dass  x^,  ...,  ar„__j;  y^ ,   . . .,  y^_j ;  aTj ,  . . .,  z^_j   die  neuen 
Coordinaten  bezeichnen. 

Zwischen   den   n(n— 1)  Coefficienten  ct^^.  können  ebenso   "«iele 
Relationen  aufgestellt  werden. 

Die    Schwerpunktsgleichungen    (3)    geben    folgende   n—l     Re- 
lationen: 


§  4,     JAOOBi^sche  canonische  Ooordinaten. 
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(5) 


Stellen  wir  noch  die  Bedingung  auf,  dass  die  lebendige  Kraft 
ihre  Form  (1)  behalten  soll,  dass  also^  durch  die  neuen  Coordinaten 
ausgedrückt,  T  folgende  Form  bekommt 


(6) 


^"i"§M.«*  +  y/*  +  0 


WO  fi^,  •.•>^fA,_i   constante   Factoren  bezeichnen,   so   erhält  man 
folgende  Bedingungsgleichungen: 


(7)  2 »».•  «ir «.-.  =  0       (r5=  12,  13,  .  .  .,  n-2n-l), 

oder 

(n-2)(n-l) 


Relationen. 


Für  die  Coefficienten  fi^  bekommt  man  den  Werth 


(8) 


Mi=  2  >".«.<*       (a=  1,  2,  ...,  n- 1). 

«s  1 


Da  nun 


{») 


dT  _ 


80  bilden  x^,  y^  z.  mit  fi^x^,   ^^y/,   /jl.z^    ein   canonisches  System 
Ton  Coordinaten. 


Wir  haben  den  Coefßcienten  a. 


•i 


n  -  1  +  (n-l)(n-2)  ^  «(n-1) 


Bedingongen  auferlegt  und  wir  haben  also  noch 

,  -.        «(« -  1)         n(«  —  1) 

„(n  -  1) .-         2         '^         8 
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Fig.  20. 


jri/^ 


Bedingungen  zu  unBerer  Verfftgnng.  Man  kann  sich  dieser  Will- 
kürlichkeit bedienen,  um  den  neuen  Coordinaten  eine  einfache 
geometrische  Bedeutung  zu  geben. 

Es   sei  G^   der  Schwerpunkt  der  beiden  Massen  m^   und  m^, 

G^  der  Schwerpunkt  der  drei  Massen 
TWj,  m^  und  »I3  u.  s.  w.,  so  dass  G^_^ 
den  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems 
von  n  Körpern  bezeichnet  (Fig.  20). 

Es  bedeuten  weiter  x^,  y^^  z^  die 
Prqjectionen  der  •  Linie  m^  m^  auf  die 
Coordinatenachsen;  x^,  y^,  z^  die  Pro- 
jectionen   der  Linie    6'^  m,  u.  s.  w.,  so 

dass  zuletzt  *^__i,  y^— 1>  ^«-1  ^®  ^^^^ 
jectionen  der  Linie  G^_\m^  auf  die 
Coordinatenachsen   bezeichnen.     Setzen 


wir  nun 


(10) 


ö",  = 


'2 


a.  = 


m 


<  = 


V 


so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt 
die  folgenden  Ausdrücke 


(11) 


ll=- 

^1 

*Q        "*"       .       •       •                                                X                   .       > 

l,= 

^1 

•*«    ~     •    •   •                      •*_       1  f 

l3  = 

Sn-1   "" 

ln  = 

§  4.  JjooBi^Bche 


Ooordmaten, 
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Man  findet  nach  einer  kleinen  Bechnong,  daas  die  Bedingungs- 
gleichnngen  (6)  und  (7)  hier  erf&llt  sind.  Für  die  Goeffidenten  ju^ 
bekommt  man  die  Werthe: 


(12) 


'S-^l^'       ^="^25'        .  .  .  ^«-1  =  <r^_l 


m. 


Die  Bewegongsgleichongen    ftr  die  JAOOBi'schen  Coordinaten 
sind  nnn 


(13) 


f'di» 

- 

dV 

dxt ' 

«*»». 
"<<<• 

- 

BV 
dyi' 

- 

dV 

(i-l,  2,  ...,  n-l) 


welche  man  auch  in  canonischer  Form  schreiben  kann, 
zn  dem  Zweck 


Man  setzt 


(14) 


und 


(14*) 


und  erhält  dann 


(15) 

wo 

oder 

(16) 


(i-1,  2,...,^ 


X-H-» 


Pa<-i  ==M<5^8<-i»       (i- 1,  2,  ...,  n- 1) 


di  "" 
dt 


dH 
dH 


(i=il,  2,  ...,  n-l) 


H^T-^  r, 


n-l 


,  MMhaDik  d«t  miiim«lt.  I. 
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Wenn  in  dem  Problem  der  n  Körper  eine  der  Massen  sehr 
gross  ist  im  Verhältnis  zu  den  anderen,  so  ist  der  Einfluss  der 
letzteren  auf  einander,  wenigstens  für  kürzere  Zeiten,  yerhältniss- 
mässig  klein,  und  man  kann  eine  genäherte  Auffassung  der  Be- 
wegung erhalten  —  wohl  bemerkt  wenigstens  fbr  eine  kurze  Zeit  — , 
wenn  man  nur  die  Anziehung  der  grossen  Masse,  im  Folgenden 
kurzweg  als  die  Sonne  bezeichnet,  auf  die  übrigen  berücksichtigt  und 
die  Anziehung  der  kleinen  Massen  auf  einander  vorläufig  ausser 
Acht  lässt  Die  Bahnen  der  kleinen  Massen  werden  dann,  in  der 
ersten  Annäherung,  Kegelschnitte,  in  deren  einem  Brennpunkt  sich 
die  Sonne  befindet  Will  man  nun  auch  die  Anziehung  der  kleinen 
Körper  auf  einander,  und  auf  die  Sonne,  in  Betracht  ziehen,  so 
kann  dies  in  der  Weise  geschehen,  dass  man  die  Elemente  der 
Kegelschnitte,  welche  man  in  der  ersten  Annäherung  erhielt,  als 
veränderlich  betrachtet,  und  die  Veränderungen  derselben  so  be- 
stimmt, dass  die  wahre  Bewegung  der  Körper  wiedergegeben  wird. 

Allgemeiner    aufgefasst    können    wir    dies    Princip,  das    Ton 

Lagranoe  in  die  Astronomie  eingeftihrt  worden   ist  und  mit  dem 

Namen   Methode   der   Variation   der  Constanten   bezeichnet  wird,    so 
ausdrücken,  dass  man,  um  die  Differentialgleichungen 


(1) 


dqj  ^       dH 

dt  d  pi^ 

(i  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  1) 

dpi  ^       dH 

dt  d  qi 


zu  integriren,  zuerst  einen  Theil  —  H'  —  von  der  charakteristischen 
Function  absondert  und  die  Differentialgleichungen 


(2) 


dQi            dH' 

dt  ~       dpi' 

dp,  __     dir 

dt              dqi 

(z=l,  2,  . 

.  .,  n-  1) 

integrirt.     Man   bekommt   somit   die  Coordinaten  q.  und  p.  durch 
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die  Zeit  und  2  (n  —  1)  Integrationsconstanten  —  Parameter  —  aus- 
gedrückt Diese  Bahn  wird,  nach  GrLDfiN,  die  intermediäre  Bahn  ge- 
nannt Wenn  man  dann  die  Parameter  dieser  Bahn  als  yeränderlich 
betrachtet,  kann  man  für  dieselben  2  (n  —  1)  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  ableiten ,  welche  den  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen (1)  vollständig  entsprechen. 

Werden  im  Besonderen  die  Gleichungen  (2)  mittelst  der 
Hahiltok  -  JACOBi'schen  Methode  integrirt,  und  die  dabei  auf- 
tretenden Integrationsconstanten  als  veränderliche  Parameter  be- 
trachtety  so  werden  nach  I  §  10  die  Differentialgleichungen  f&r 
diese  Parameter  von  canonischer  Form,  und  können  unmittelbar 
hingeschrieben  werden.  Die  betreffenden  Parameter  werden  cano- 
niiehe  Elemente  genannt 

Betrachten  wir  das  Problem  der  drei  Körper,  und  wählen  wir 
als  Coordinaten  die  JACOBi'schen  Coordinaten  von  §  4,  so  ist 


('>      ^=i-^(;'i*+ft*+ft')  +  v7Jr(^** +''•*+''•') 


wo  nach  §  4  (12) 


(4) 


*• 

m»  wie         Aj* 

Wlf  fW« 

n 

e 

»■« 

(h 

s 

WfcfWf 
«Jfc  +  Wie 

i 

II 

W*a  (Wlft   + 

mc) 

Ar*  wig  Wfe 


f»a  +  Wlj  +  Wl« 


Werden  die  absoluten  Coordinaten  (oder 
die  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt) der  Masse  m.  mit  |.,  rj.,  ^.  bezeich- 
net, und  die  absoluten  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  y  der  beiden  Massen  m^ 
und  m^  mit  |^,  w  ,  ^,  so  ist 


*9 


9 


t^y^o 


Fig.  21. 


(5) 


9l=lt-|cJ         9i^Vb-%y         98  =  ?6-^c5 


SO  dass  ^1,   y,,  ^8  die  relativen  Coordinaten  von  ?Wj  in  Bezug  auf 

16* 


244 


Das  PrMmn  der  drei  Körper, 


m^  als  Anfangspunkt,  g^,  g^,  q^  die  relativen  Goordinaten  Ton  m^  in 
Bezug  auf  g  als  AnÜEuigspiuikt  sind« 
Es  ist  also 

(6)  j 

Weiter  ist 

»•'a»  -  »-'ga  +  »^ V  ^  2r^.  r^j  COS  <3K>, 

wo 


'^ga^Ji'  +  yö'  +  ye'- 


und  ausserdem  ist 


(6*) 


tfth 

r     ^ —  T 

9^       m.  +  m*    *«' 


SO  dass 


'•"••  -  {-üi^J^ii' + ?«• + ?••>  +  ?** + ?•"  +  ?•" 


(6**) 


2fii» 


fit«  +  WI5 


(?i?«  +  ?»y6  +  ?3?«)' 


»■•-  -  (-whir]'  (?»•  +  ?.'  +  y»*)  +  y*'  +  ft'  +  ?.> 


2f»e 


-  i;in^^^>y*  +  ^>?*  +  ?»^«)- 


Ist  eine  von  den  Massen,  z.  B.  m^,  sehr  gross  im  Verhältniss  zu 
den  beiden  anderen,  so  findet  man,  dass  genähert 

und  hierauf  gründet  man  die  Einführung  der  gewöhnlichen  Form 
einer  intermediären  Bahn,  der  sogenannten  EEPLBn'schen  EUlipse. 
Man  setzt  zu  dem  Zweck 


(7) 


H^W  +  H'\ 


wo  H'  so  gewählt  wird,  dass 
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(8) 


H'  = 


k  tft^  fT^e  k  m^  fit« 


und  also 

(8*) 


V?.» + «•• + ?.•   y«? +?.'+«.•' 


«*/«        ir'  fitn  fit«         A;*  lyt«  lyte         k*  nts  vn» 

''^«  ''e«  *'•» 


Die  intermediäre  Bahn  wird  durch  die  Differentialgleichungen 


(«) 


dt  "" 


dpi  ^^    dH' 
dt  dqi    ' 


(i-l,  2,  ...,  6) 


bestimmt. 

Diese  Differentialgleichungen  zerfallen  von  selbst  in  zwei  ge- 
trennte Systeme.  Das  eine  erhfiJt  man,  indem  der  Index  t  die 
Werthe  1,  2,  3  annimmt,  das  andere  ftkr  t=4^  5,  6.  Die  Oleichnhgen 
zm:  Bestimmung  von  q^,  g^,  q^\  p^,  p^,  p^  einerseits  und  anderer- 
seits Ton  q^,  q^,  q^\  p^,  p^,  p^  werden  von  derselben  Form. 

Betrachten  wir  die  Gleichungen 


(10) 

wo 
(KT) 


dqi 

dt  " 

dpi 

dpi 

dHt 

dt  " 

Boi 

(«-1,  2,  8) 


^^ft  yq*  +  ft«  +  g.« 


so  kann  nach  I  §  9  ihre  Lösung  aus  der  partiellen  Differentialglei- 
chung 


(11) 


al)geleitet  werden.  Ist  nSmlich  W  eine  Function  von  q^,  ;,  nnd  ;,, 
welche  diese  Gleichung  befriedigt  und  welche  ausser  der  Con- 
ttaoten  A,  zwei  unabhängige  Parameter  A,  und  A,  enthält,  so  hat  man 
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(11*) 


t  +  Yx^ 


r2  = 


d  w 


d  W 


rs=^ 


d  W 


WO  y^^  y^j  y^  die  neuen  Integrationsconstanten  bezeichnen.   Ausser- 
dem ist 

^\  V.  =  -=r- 

Wir  setzen  nun 

k*  Wft*  wie* 


(II**) 


^*  =  ^^      (^=1.2,3). 


(12) 


ßh*  =  ^*^h^cfh  = 


Wft  +  ntc 


80  dass  die  Gleichung  (11)  also  lautet: 


Die  Integration  dieser  Gleichung  haben  wir  in  IV  §  2  mit 
Hilfe  des  Theorems  von  Stäckel  ausgeführt.  Die  gewöhnliche 
Methode^  diese  Integration  auszuführen,  ist  die  folgende. 

Zuerst  führt  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Polar- 
coordinaten  ein,  indem  man  setzt 


(13) 


q^  ^  r  cos  (p  cos  ö , 
5'2  =  r  cos  (psin  d, 


wo   '^  =  y^i^  +  yj^  +  ft*  und   erhält  dann   statt  (12),   indem   wir  ß 
und  ju  statt  ß^  und  fj^  schreiben. 


(14) 


( 


d  WV 


dr 


)'  + 7^(41^)'+  r'coB'y  (-rr)  J  =  T-  +  '^^l 


Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 


(d  wy       1     (dwy^ 

[  dg)  )   "^  co8*9)  V  ö  Ö  / 


.2 


-(4?)%- +2 


2^ 
r 


^^J 
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60  findet  man,  dass  man  die  Variabein  separiren  kann,  und  schreiben 

r-r,(r)+r,(^)+//,(ö). 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  A,  und  A,  zwei  willkürliche  Con- 
stanten, 80  können  wir  offenbar  die  folgenden  drei  Gleichungen 
ansetzen: 


008 


80  dass 


(15) 


•4-(wr+v]-v. 

(4t)'- V. 


/^.-/|/^''+2»•^-■^■'■•. 


w^^\d. 


Ich  habe  die  Integrationsconstanten  mit  h^^  und  h^  bezeichnet^ 
weil  sie,  wie  in  IV  §  4  entwickelt  wurde,  nothwendigerweise 
positiv  sein  müssen.  Die  unteren  Grenzen  der  Integrale  können 
willkürlich  gewählt  werden. 

Nach  (11*)  erhalten  wir  nun 


(16) 


^  +  ri 


T 

Cdr 


rs  =  - 


^Sws  ^  "-in 


y»=- 


ü 
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wo 


(16*) 


R 


=  ^  +  2^^-^. 


0=V- 


*.* 


008*9 


Die  intermediären  Integrale  lauten: 


(16**) 


MW  =  ^ 


d<p 


M'-'^-V«». 


dt 


=  Ä,. 


Wie  in  IV  §  4  schliessen  wir  hieraus,  dass  r  einen  Minimal- 
werth  (r,  =  a(l  —  tf))  und  einen  Maximalmerth  (r^  =  a(l  +  e))  haben 
muss  und  zwischen  diesen  Grenzen  periodisch  schwankt  Für  die 
Länge  der  Periode  erhält  man  den  Werth 


27 


-Hn 


vf 


oder,  nach  Ausführung  der  Integration, 


(17) 


Die  mittlere  Bewegung  n  bekommt  also  folgenden  Werth 


(in 


n  ß 


Diejenigen  Bahncurven,  welche  durch  die  Gf^leichungen 


dqt 

dW 

dt 

^         dpi 

dpi 
dt 

BW 

(i  =  l,  2,  ...,  6) 
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definirt  sind,  wo  H'  durch  (8)  gegeben  ist,  sind  also  Kegelschnitte 
—  in  deigenigen  F&Uen,  die  uns  hier  besonders  interessiren,  sind 
diese  Kegelschnitte  immer  Ellipsen  —  und  zwar  wird  m^  eine 
Ellipse  beschreiben,  in  deren  einem  Brennpunkt  die  Masse  m^  liegt, 
und  m^  eine  Ellipse,  deren  Focus  im  Schwerpunkt  der  beiden 
Massen  m^  und  m^  gelegen  ist 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (16)  mit  den  entsprechenden 
Gleichungen  IV  §  4  (21),  so  findet  man,  dass  in  den  letzteren  Glei- 
chungen überall  ^  steht,  wo  in  (16)  ß*  vorkommt  Die  Ausdrftcke 
ftr  die  canonischen  EUemente  A,,  A,  u.  s.  w.  werden  demnach  leicht 
ans  IV  §  4  (28)  abgeleitet,  und  man  erhält 

(18)1  ^^''^^    h^^ßY^if^^,    h,^ßy^r-'^)cosi, 

Der  obige  Werth  f&r  A^  wird  dadurch  erhalten,  dass  man  be* 
achtet,  dass  die  Summe  der  beiden  Wurzeln,  r^  und  r,,  der  Glei- 
chung 

Ä  =  0 

gleich  2  a  sein  soll,  und  andererseits  ist 

'^^+'^>""       /*A/ 

woraus  der  obige  Werth  hervorgeht. 

Je  nachdem  es  sich  um  die  Bewegung  der  Masse  A  oder  der 
Hasse  JB  handelt,  bekommen  nun  die  in  (18)  vorkommenden  Gon- 
stanten  ß  und  (a  verschiedene  Werthe.    Es  ist  nämlich  für 

JWasse  Ä: 


(19) 


und  also 


^^  Wa  +  Wlft  +  wie  ' 

^^  <^    <'^<^  m^  •{-  mi,  -k-  nie 
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(19*) 


^a  = 


»a  = 


k^  ma  ni, 


2a 


/ 


nie  (mg  +  Wfr  4-  me)  _k_, 
wift  +  nie  a^*  ' 


und  für  die  Masse  B\ 


(^C\\ 

\^^) 

Pa   =  Ä*  »i,  m^  ii,  = 

und  hieraus 

,                k*  nii,  nie 
^^^           2a      ' 

(20*) 

k  ymb  +  mc 

l                                               a'* 

Die  mittlere  Bewegung  des  Körpers  B  ist  also  in  dieser  An- 
näherung yon  derselben  Form,  die  man  erhalten  würde,  wenn  der 
Körper  Ä  nicht  existirte. 

Die  elliptischen  Bahnen,  welche  wir  f)ir  die  beiden  Körper  A 
und  £  gefunden  haben,  können  wegen  der  Grösse  der  Masse  C 
und  der  hieraus  hervorgehenden  Kleinheit  der  Diflferenz  H  -^  H'  bei 
Constanten  Werthen  der  Elemente  als  eine  erste  Annäherang  an 
die  wahren  Bahnen  benutzt  werden,  wenn  es  sich  nur  um  eine  kurze 
Zeit  handelt  Werden  aber  die  Elemente  als  veränderlich  be- 
trachtet, so  können  diese  Veränderungen  so  bestimmt  werden,  dass 
die  Yollständigen  Gleichungen  (1)  des  Problems  der  drei  Körper 
erfüllt  werden.  Wie  in  I  §  10  gezeigt  wurde,  werden  die  Diffe- 
rentialgleichungen ftir  diese  veränderlichen  Elemente  sehr  einfach, 
wenn  man  die  bei  der  Integration  der  HAMiLTON-jACOBi'schen 
Differentialgleichung  auftretenden  Constanten,  welche  aus  diesem 
Grund  canonische  Elemente  genannt  wurden,  als  veränderliche 
Elemente  einfuhrt     Setzt  man  nämlich 


(20) 


Äi=^i6>       ^2  =  Kby       K=^hh'^ 


ri  =  ri 


&' 


y%  ~"  y%h>    yz  ~"  yz\ 
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und 
(20*) 


y\  ~  J'i  a'    y^^^  y%a^    y^^  y^  a> 


^^  Ka>  ^a  ^  ^-  ^*  ^^  durch  (18)  bestiininten  canonischen  Ele- 
mente der  Masse  ^;  A^^,^  A,^  u.  s.  w.  die  canonischen  Elemente  der 
Masse  B  bezeichnen^   so   sind  nach  I  §  10  durch  die  Gleichungen 


(21) 


dt 

dhi  ^ 
dt 


dhi 
dH" 


(1  =  1,  2,  ...,  6) 


wo  H"  =  E—  E\  die  Veränderungen  der  Elemente  A.  und  y^  ge- 
geben,  und  zwar  ersetzen  diese  Gleichungen  vollständig  die  allge- 
meinen Gleichungen  (1). 

Werden  die  elliptischen  Elemente  des  Körpers  B  mit  a,  e^ 
i,  t^f  n,  ii  und  die  entsprechenden  Elemente  des  Körpers  A  mit 
a,  e',  i,  f^,  n\  SX  bezeichnet,  so  sind  die  canonischen  Elemente 
h^  und  x-  (i  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  6)  mit  den  elliptischen  Elementen  durch 
folgende  Formeln  verbunden: 


(2n 


und 


(21«) 


WO 


{21'«) 


^  —  if^'  A,  =  /?v«(i-<'').  A,  =  /3y^(nr7»")co8.-, 


/i  =-<», 


=_-^ 


y,  =  «-  ß, 


y,  =  ß 


2^^'      A.  =  /?'V^(l-0.     A,  =  /J'Va'(l-Oco8.', 


y«^ C         y,  =  «'-fl', 


y.  =  fi', 


1 


und  ßj,7  f^  ^-  s.  w.  durch  die  Formeln  (19)  und  (20)  bestimmt  sind. 

WoUte   man   die   Differentialgleichungen   der   elliptischen   Ele- 
mente   der  intermediären  Bahn   ableiten,   so   geschieht   das   leicht, 
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indem  man  den  durch  (21*)  nnd  (21**)  bestimmten  Zusammenhang 
zwischen  den  elliptischen  und  den  canonischen  Elementen  ber&ck- 
sichtigt  Es  ist  indessen  Tortheilhafter,  die  canomschen  Elemente 
zu  behalten^  eben  weil  die  Differentialgleichungen  f&r  dieselben  von 
canonischer  Form  sind. 

Es  ist  indessen  zweckmässige  zwei  Paare  der  canomschen 
Elemente  gegen  andere  zu  yertauschen,  die  aber  auch  canonisch 
sind.  Es  sind  dies  die  Elemente  {h^,  y^)  und  {h^j  y^).  Man  hat 
nämlich 

WO  unter  h  hier  entweder  h^  oder  k^  verstanden  wird.  Folglich 
hat  man 

«  =  ^(-2Ä)V.. 

Nun  werden  aber  die  Goordinaten  der  Körper  A  und  J3,  wie  in 
IV  §  9  gezeigt  wurde,  periodische  Functionen  der  Ghrösse  n{t  +  y), 
und  können  nach  den  Cosinus  und  den  Sinus  dieses  Winkels  ent- 
wickelt werden.    E^s  ist  dann  ersichtlich,  dass  in  der  Formel 

dji^^dH^ 
dt  "    dhi 

fbr  t  =  1  und  t  =  4  rechter  Hand  Glieder  auftreten  werden,  welche 
mit  der  Zeit  multiplicirt  sind  (da  nämlich  \  oder  A^  in  it  ein- 
gehen). Solche  Glieder  sind  aber  aus  verschiedenen  Gesichtspunkten 
unbequem  und  können  in  diesem  Falle  leicht  vermieden  werden. 
Schon  Lapulgb  und  LAGhBANGhE  haben  aus  diesem  Grunde  andere 
Elemente  eingeführt,  bei  welchen  diese  Glieder  nicht  auftreten. 
Für  die  canonischen  Differentialgleichungen  (21)  ist  dieser  EHemeni- 
wechsel  zuerst  von  Delaükay  (Theorie  du  mouvement  de  la  lune,  I) 
ausgeführt  worden. 

Wir  setzen  nämlich 

(22)  l  =  n{t  +  ry). 


i 
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Betrachten  wir  nun  die  Gleichungen 


dt  dfi  '         dt  "^    dh^' 


80  ist  ja  offenbar 


dB"      BH"     dl         dB" 


n 


dfi  dl      dfi  dl 

nnd  also 

Weiter  hat  man 
Bezeichnen  wir  aber  mit 


(d  B''\ 
\dh,) 


den  Differentialqnotienten  von  H"  in  Bezug  auf  h^,  intofem  h^  m 
niehi  vorkommt^  so  ist 

dB"       (dB"\    .   dB''^  .      X  dn 


(d  B"\  ^dB''.,      . 


öAi        \dk^  I    '     dl   ^    *  '^'  dht 
Da  nnn 


df  _dB" 
dt         dh^  ' 


so  bekommt  man  ans  (24) 


dl  .       ldB"\   ,      BB",^  .      X  ö«    ,   ,-  L     sBn  dkl 

oder  nach  (23) 

Durch  (23)  nnd  (25)  ist  das  Problem  gelöst    Wir  können  aber 
durch  Eünf&hrong  einer  Function 

(26)  Z  =  /9yä 
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die  Gleichungen    etwas   vereinfachen  und  gleichzeitig  mehr  symme- 
trische Formen  gewinnen. 

Es  ist  nun 


oder 


y- V*. 


SO  dass 

(27)  n  =  -^- 


Es  ist  also 


/uL» 


—       ^El  =  1*1    s=:  -^-   —     = 


(^z: 


d/  dt        fiL*    dt  dt 

und  demnach 

dL  dB'' 


(28) 


<i^  dl 

Weiter  hat  man 


so  dass  wir  also  statt  (23)  und  (25)  erhalten 


(29) 


dL  BH" 


dt  "         61    ' 

dl  ,    (dH''\ 

77  =  '^  +  [-JT) 


WO  die  Parenthese  um     .       weggelassen  werden  kann,  wenn  man 

nur  in  Betracht  zieht^  dass  die  Differentiation  in  Bezug  auf  Ly  inso- 
fern diese  Grösse  nicht  in  n  vorkommt^  geschieht. 

Die  Gleichungen  (29)  können  in  canonischer  Form  geschrieben 
werden,    wenn   man  die   charakteristische  Function  etwas  abändert. 

Setzt  man 

(30)  -2^+^"=-^' 

in  welchem  Falle 
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dF  ,    dB'' 

^-dL^''+    dh' 


80  bekommt  man  nämlich  statt  (29)  die  Gleichungen 


dL       dF 


dt 


dl 


dl 
dt 


dF 
dL 


In  derselben  Weise  werden  die  Elemente  h^  und  y^  gegen  neue 
canonische  Elemente  vertauscht. 

Wir  führen  also  eine  charakteristische  Function  von  folgender 
Form  ein 


(31) 


2ii*.L'«""*"    2^»L« 


-Ä". 


Bezeichnen  wir  nun  die  Elemente  der  Bahn  von  B  mit  Z,  G, 
£,  1,  ffj  h  und  die  entsprechenden  Elemente  der  Bahn  des  Körpers  Ä 
mit  Lj  ffy  E\  r,  ff',  h'j  so  erhalten  wir  folgende  Differential- 
gleichungen: 


(32) 


(32^ 


wo 


(32^ 


I 


dL        dF 
dt  "■   dl  ' 

dl            dF 

dt  ~       dL' 

dG        dF 

dt  "  dg' 

dg            dF 

dt            dG' 

dE       dF 
dt  "  dh' 

dh  dF 
dt  ~       dh' 

dL'       dF 
dt  ^  dl'  ' 

dl'  dF 
dt            dL' 

dG'       dF 
dt  ~  d(f' 

dg'  dF 
dt   ""       dG'' 

dB' 
dt 


dF 
dh 


L^ßYa, 


dh^ 
dt 


dF 

dE'' 


G^ßY^r^e'), 


l=n{t  +  y) 


U  =  ßYa  (1  ->)  cos  2,      Ä  =  ß. 
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z'-z^yz, 


O'mmß'ya'il-e'*), 


H'=ß'ya'{l-e'^coaf,    A'=fl'. 


Um   alles  beiBammen  zu  haben,  fbhre  ich  noch   die  WeiÜie 
von  ß  and  z^"  an.    Es  war 


(33) 


/»  k  Iftft  wie 


Die  mittleren  Bewegungen  sind   durch  die  Formeln  (19*)  und 
(20*)  gegeben.  1 

Für  die  in  (32)  und  (82*)  eingehende  charakteristische  Func- 
tion P  erhalten  wir  nach  (3)  und  (8*)  den  folgenden  Ausdruck: 

/Q^\        TG»             ^          ,         1^*         ,    A'm.fnft        ^'fft.fite        i;'fitaffi« 
(54)        y^  =     o  ..  rs     +    b  .,^  //i    H r 


2f*L* 


2^'L' 


r^h 


«• 


9« 


Die  Function  F  wird  gewöhnlich  „StihiAngsfünction^  genannt» 
Die  zwei  ersten  Glieder  in  obigem  Ausdruck  sind  nach  (83)  und 
(4)  von  der  ^^Ordnung  der  störenden  Massen'',  die  übrigen  Glieder 
Yon  der  Ordnung  des  Quadrates  der  kleinen  Massen  m^  und  m^. 


§  6.    Variation  der  Constanten  bei  relativen  Coordinaten. 

EjspLEB'sche  Ellipsen  können  als  intermediäre  Bahnen  bei  den 
gewöhnlichen  oder  den  canonischen  relativen  Coordinaten  ebenso- 
wohl wie  bei   den   jACOBi'schen  Coordinaten  benutzt  werden.      Die 


^  Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,   dass  die  Elemente  H  und  B*^ 
nicht  mit  den  charakteristischen  Functionen  mit  denselben  Beseichnungea 
wechselt  werden  dürfen. 
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geometrische  Bedentang  dieser  Bahnen  wird  aber  verschieden , 
obgleich  der  Unterschied  zwischen  ihnen  immer  von  der  Ord- 
nong  der  störenden  Massen  ist  In  formaler  Hinsicht  liegt  der 
Unterschied  in  den  verschiedenen  Werthen  der  (konstanten  ß  and  ß' 
und  der  Fonction  F.  Das  heisst,  man  kann  die  Formeln  (32)  and 
(32*)  f&r  die  Elementenstörongen  benutzen  and  braucht  nur  den  in 
(82**)  und  (32***)  eingehenden  Constanten  ß  und  ßf  und  der  Störungs- 
Amction  F  andere  Werthe  zu  geben.  Im  Besonderen  giebt  es  bei 
gewöknlicken  relativen  Coordinaten  f&r  jeden  Körper  eine  besondere 
Störungsfunction. 

Betrachten  wir  zuerst  die  gewöhnlichen  relativen  Coordinaten. 
Nach  §  2  (17)  gelten  ftür  diese  die  halbcanonischen  Differential- 
gleichungen 


(1) 


dqi       BH^  dpi  dH^       /,• «  i     o     a\ 


dt 

dqi 
dt 


dpi 
dpi 


dt 

dpi 
dt 


Bqt 
dqt 


(»-4,6,  6), 


wo  die  Ausdrücke  für  H^  und  iT^  in  §  2  (16)  gegeben  sind.    Indem 
wir  nun  setzen 


(2) 


H  -iT'  +  if", 


wählen  -wir  die  Functionen  H'  und  H'  in  solcher  Weise,  dass 


(8) 


wo 


HJ 


8 


•        2m.  ^^* 


a«_  ^*^«(^«  +  *»g) 


r«e 


6 


1^2       A;'f»ft(fWft  +  mc) 


HJ^^^p,-- 


2mfr 


Um     nun    die    Differentialgleichungen    für    die    EEPun'schen 
EHfipsen 
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dq,       dH,'         dp,  _      bR:       .._,     „    „. 

"JF      TjT'       'dt h^      (i-l,  iJ,  »), 

(4)         { 

Tf-äfT'      'Tf^--d^      (.-4.6,6), 

za  integriren,  wird  man  nach  der  Methode  Yon  Hamiltok  und 
Jagobi  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung  Ton  der  folgenden 
Form  geftihrt: 

einer  Differentialgleichung  also  genau  Ton  der  Form  (14)  im  Torigen 
Paragraphen.    Die  Constanten  ß^  und  /ia  haben  hier  folgende  Werthe: 

JSr  die  Masse  A: 


(6)  j 


Für  die  Masse  B: 


(6*)  { 


Die  bei  der  Integration  von  (5)  auftretenden  canonischen  E3e- 
mente  werden  durch  die  Formeln  §  5  (21*)  durch  die  elliptischen 
Elemente  ausgedrückt,  und  führt  man  zuletzt  die  DELAüKAT'schen 
Elemente  ein,  so  erhält  man  die  Differentialgleichungen  §  5  (32) 
und  (32*). 

Die  Störungsfiinction  bekommt  hier  folgende  Form: 

Für  die  Masse  A: 

Für  die  Masse  B: 
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Für  die  mitÜeren  Bewegungen  hat  man  den  Aosdnick  §  5  (17*) 


und  also 


(8) 


r 


(«• 

ß 

ftL» 

». 

n,  +  m. 

^*y« 

a'l' 

% 

n»  +  wi» 

a'A 

Betrachtet  man  endlich  die  eanonüchen  relatiTen  Coordinaten, 
so  hat  man  für  diese  nach  §  3  ftr  die  charakteristiBche  Func- 
tion den  Ausdruck 


(9) 


^-tS(5^  +  ^  +  ^)-''. 


WO  m^j  m^,  und  m/  durch  §  8  (7*)  gegeben  und.     Die  Kräfte* 
AiQction  V  hat  nach  §  1  (1)  die  Form 


(9^ 


^   =s j 1-   - 


e« 


r»h 


Wir  setzen  nun 


(10) 


wo 


S^B'  +  H'+Sr, 


^; 

(i<n 

1 

so  dass 

(i<n 

H' 

2  ^5  „j^' 


*« 

ff^e  ^m 

rca 

** 

ffil,  Wß 

fbe 

Jfc« 

ffififnb 

Die  Ej&PLEB'schen  Ellipsen  werden  demnach  in  diesem  Falle 
durch  die  Differentialgleichungen 


17 
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(11) 


dqi         dE: 


dt 

dqi 
dt 


dPi 
dt 


dpi 

dt 

dpi 

dt 


dqi 
dqi 


(1  =  1,  2,  3), 


(1=4,5,  6), 


bestimmt  y    und  wir  werden   wieder  zu   der  Betrachtang  der  par- 
tiellen Differentialgleichang 

gefllbrty  wo   nunmehr  die  Gonstanten  /?'  nnd  fx  folgende  Wertfae 
haben: 

Für  die  Masse  A: 


(12) 


l*a    =  "«< 


fn^fn. 


'«  "»c 


tn^  +  Wc 


/?.'  = 


k^m^  m„m^  =a ; 


JSr  cft0  Masse  B: 


(12*) 


A*» 


W*6  +  Wj 


Ä'«**^»«»»»^ 


♦W5  +  WIo 


Die  Differentialgleichungen  der  DsLAüNAT'schen  Coordinaten 
nehmen  die  Form  §  5  (32)  und  (32*)  an,  und  die  mittleren  Be- 
wegungen bekommen  folgende  Ausdrücke: 


(13) 


«. 


^  = 


k  Vflta  +  fite 

3 


genau  wie  in  dem  Falle,  wo  es  sich  um  gewöhnliche  relative  Goordi^ 
naten  handelte.  Die  EEPLEs'schen  Ellipsen  sind  aber  in  den  beiden 
Fällen  nicht  identisch,  wie  aus  den  Werthen  (6)  und  (12)  für  die 
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Constanten  ß  und  pL  heirorgeht  Sie  unterscheiden  sich  um 
Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Massen.  Wir  werden  in 
einem  der  folgenden  Paragraphen  Gelegenheit  haben,  den  Unterschied 
zwischen  den  canonischen  and  den  gewöhnlichen  Goordinaten  näher 
za  formulieren. 


f  7.    Die  Integrale  der  lebendigen  Kraft  und  der  Fliehen  unter 
Anwendung  von  verschiedenen  Goordinaten. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  canonischen  relativen  Goor- 
dinaten und  für  die  jAOosi'schen  Goordinaten  waren  von  der  Form 

/l^  dqt       dH  dpi  BH        /,•  ^  i     o  a\ 

Da  nun  H  in  beiden  Fällen  die  Zeit  expUcUe  nicht  enthält  und 
die  charakteristische  Function  H  also  nur  von  den  Goordinaten  p^ 
und  q^  selbst  abh&ngig  ist,   so  erhält  man  aus  (1),  indem  man  die 

Gleichungen  mit  -^  und  —  -^  multiplicirt  und  die  Resultate  ad- 

dirt^  das  Integral 

(2)  ^»Gonst 

oder   das  Integral  der  lebendigen   Kraft,   welches  nun   also  nach 
§  4  (16)  und  §  3  (7)  die  folgende  Form  hat: 

« 

In  jAOOBi$ehen  Goordinaten: 

In  eanonuehen  relativen  Goordinaten: 

wo    die  Summationen  über  die  drei  Coordinatenachsen   ausgeführt 
werden  müssen. 
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Ffir  die  jACOsfaehen  Coordinaten  hat  man  nach  §  4  (14*> 


80  daas  man  also,  statt  (3),  aach  schreiben  kann 


(3*) 


y+h, 


wonach  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  hier  denselben  Ausdruck 
hat  wie  bei  absoluten  Coordinaten^  nur  dass  die  Massenfactoren  hier 
einen  anderen  Werth  haben. 

Will  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  durch  die  gewöhn- 
lichen relativen  Coordinaten  ansdrücken,  so  hat  man  in  (4)  die  Aus- 
drücke §  3  (6*) 


(5) 


einzusetzen,  wo 


M^m^  +  m^  +  m^, 


und  erhält  dann  statt  (4) 


welche  Form  also  das  Integral  der  lebendigen  Kraft,  durch  die  rela- 
tiven Coordinaten  ausgedrückt,  annimmt. 

Gehen  wir  nun  zu  den  Integralen  der  Flächen  über,  bo  lauten 
diese  nach  §  1  (12)  in  absoluten  Coordinaten: 


(7) 


^(*l+8ty«  +  8<""  *l  +  8»yi+8<)  ^  ^8» 
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wo  jTj,  Xj|,  x^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Masse  A^  x^,  x^, 
x^  diejenigen  der  Masse  £  und  x,,  x^,  Xg  diejenigen  der  Masse  C 
sind.    Ausserdem  ist 

(7*)  y.-'-iW- 

Mittelst  der  Integrale  des  Schwerpunktes  findet  man,  dass  die 
Integrale  (7)  ihre  Form  behalten,  wenn  der  Anüangspunkt  der 
Coordinaten  in  den  Schwerpunkt  gelegt  wird,  und  wir  können  also 
die  Integrale  der  Flächen  in  der  Form 


(8) 


^  (»8 +8<  ^1 +8t  ^  ll  +Si'?S +  •<)■*  ^1* 


ausdr&cken,  wo  die  Constanten  rechter  Hand  im  Allgemeinen  von 
den  Constanten  e^,  Cj,  c^  y erschieden  sind. 

Um  zu  den  Ausdrücken  für  die  Flächenintegrale  durch  eannH 
msehe  relative  Coordinaten  zu  gelangen,  hat  man  sich  der  Formeln 
§  3  (3),  (4),  (6*)  und  (6**)  zu  bedienen,  welche  geben,  indem  wir 
unter  9i>  •••»?«;  P]  >  . . .,  p«  die  canonischen  Coordinaten  verstehen: 


(») 


^ll- 

K  +  »«J?i- 

»«»?«» 

Mi,^. 

-'».?i  +  K  + 

•«Jy«. 

M^j  =- 

-"•.?!  -^9i> 

Vi" 

Pi      («=1.2 

,     •    .   ., 

^7- 

-O»!  +/>«). 

V»"- 

-ipt+p^> 

!?»=■ 

-(/»j+Pe)- 

Umgekehrt  kann   man   diese  Gleichungen  in    folgender  Form 
schreiben: 

Pi  ^Vi      {»=1,2,...,  6). 
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Hieraus  folgt  aber 


«  I2  ^8  -  I3  ^^2  +  Iß  ^/e  -  le  ^/ß  +  le  ^^9  -  I9  ^/s  =*  <^i'* 
und  wir  erhalten  also  für  die  Flächenintegrale  die  Ausdrücke: 


(10) 


^iPz  -  9zPt  +  ^ß/^e  -  yePß  =*  <^i'' 
?8iP4  -  y^iPs  +  9^P\  -  7iiPe  =  V^ 

JA/'ß  -  ?ß/^4  +  7l  7^2  -  ^2^1  =  ^z* 


Die  Form  der  Flächenintegrale  bleibt  demnach  bei  einer  Trtxns- 
farmatian  van  absoluten  zu  canonisehen  relativen  Coordinaten  imoer- 
ändert 

Aehnliches  gilt,  wenn  man  die  Transformation  von  Jacobi  be- 
nutzt Es  wird  nämlich,  unter  Anwendung  dieser  Coordinaten, 
nach  §  4  (15) 

^^^)  dT-T^'      -TT TTi    (»-i|  ^»  •••»  ö), 

wo 


Da  aber 


2-^  f^ 


dqi 


SO  kann  man  statt  (11)  auch  schreiben 

und  da  F  von  einer  Drehung  des  CoordinatensTstems  unabh&ngig 
ist,  so  bekommt  man  genau  so,  wie  in  §  1  bei  den  absoluten  Coor> 
dinaten  auseinandergesetzt  wurde, 
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n  dV  8V  dV        ^    dV 


dqt 


dq^ 


dqs 


dq. 


Setzen  wir  hier  die  Ausdrücke  (11*)  ein  und  führen  die  Inte- 
gration ans,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 


fh  =f^3=^f^3'^f^b' 


M4  =  ^6  =  i^e  =  i^ 


a' 


80  bekommt  man  also 


(12) 


"^1 


C  " 


?*  d 

dq^ 


=  C 


// 
2    ' 


'8   » 


welche  Gleichungen  auch  in   der  Form  (10)   geschrieben   werden 
können. 

Wenn  die  Integrale  der  Flächen  bei  irgend  welchen  Coordinaten 
die  Form  (12)  annehmen,  so  sagt  man,  dass  die  Integrale  der 
Flächen  bei  diesen  C!oordinaten  ihre  Gültigkeit  behalten.  Es  ist  ja 
selbetverstandlich,  dass  bei  einer  beliebigen  Wahl  der  Coordinaten 
immer  Integrale  existiren  müssen,  welche  den  Integralen  der 
Flächen  entsprechen.  Wir  werden  aber  später  sehen,  dass  gerade 
die  Form  (12)  ftir  gewisse  allgemeine  Schlussfolgerungen,  die  für 
das  Problem  der  drei  Körper  von  Wichtigkeit  sind,  grosse  Vor- 
theile  gewährt 

Werden  gewohnliehe  relative  Coordinaten  benutzt,  so  wird  die 
Form  der  Flächenintegrale  complicirter.  Man  kann  sie  aus 
(10)  and  (9)  ableiten.  Werden  nämlich  die  beiden  ersten  £ela- 
tionen  (9)  mit  m|  (»  mj  und  m^(ss  jti^)  multiplicirt  und  nimmt  man 
auf  die  vierte  Belation  Rücksicht,  so  wird 


(13) 


{ 
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und  setzt  man   diese  Relationen  in  (10)  ein,  so  würde   das   ente 
Flächenintegral  von  folgender  Form  sein: 

^ (ya^a  -%?»)+ jjf ^5?«  -?e?«J  = 

I  =  V  +  -^^[?«?6'  -  %9%    +  76?8'-  ysyfil- 

Die  übrigen  werden  durch  Permutation  erhalten.  Es  ist  zu 
bemerken,  dass  die  Glieder  rechter  Seite  (nach  c{)  von  der  zweiten, 
Ordnung  der  Massen  sind. 


§  8.    lieber  osculirende  Elemente. 

1 

Wenn  die  Coordinaten  und  die  Geschwindigkeiten  eines  Körpers 
durch  gewisse  Parameter  ausgedrückt  werden,  indem  man  setzt 

(1)  aq,  (t=l,  2,  ...,   6) 

-^^'kf),[t\  ai,aa,as;  7^^,7^,79), 

wo  cc^,  cc^,  €c^]  7x9  72 f  Vs  ^^^  Parameter  oder  Bahnelemente  smd, 
so  kann  es  vorkommen,  dass  die  Functionen  (p.  und  'k|/^  so  be* 
schaffen  sind,  dass 

(2) 
oder 

(2*) 

SO  dass  die  Differentialquotienten  der  Coordinaten  q^  in  derselben 
Weise  berechnet  werden,  als  ob  die  Elemente  unveränderlich 
wären. 

In  diesem  Falle  werden  die  Elemente  oscuürende  genannt,  weil 
die  intermediäre  Curve  in  jedem  Augenblick  die  wahre  Bahn  be- 
rührt. 


V.- 

^ 

dt' 

1 

dqi 
dt 

SS 

dqi 

dt' 

§  6.     Ueber  oscuHrende  Elemente. 
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Diejenigen  Elemente,  welche  man  bei  den  jACOSx'schen  Goordi- 
Daten  oder  bei  den  gewöhnlichen  relativen  Coordinaten  als  yer- 
änderliche  Gtrössen  einfährt,  sind  oscnlirend.  Dagegen  ist  dies 
nicht  mit  den  bei  den  canonischen  relativen  Coordinaten  einge- 
führten EHementen  der  Fall 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Coordinaten  in  der  intermediären 
Bahn  (q^  nnd  {p^  (>  »■  1  >  2 ,  . . .,  6)  und  die  entsprechenden 
Coordinaten  in  der  wahren  Bahn  p^  nnd  q^  (t »  1 ,  2,  . . . ,  6)  sind. 
Dann  hat  man  nach  dem  Princip  der  Variation  der  Constanten 


(8) 


I 


9{  =  (?<) 


(.=  1.2,...,  6) 


Die  intermediären  Bahnen,  welche  wir  in  den  beiden  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  haben,  sind  s&mmtlich  durch  Differential- 
gleichuDgen  von  der  folgenden  Form  bestimmt 


«) 


wo 


(^•) 


dt      aa.0' 


d{qd  _ 
dt 


d{p,) 
dt 

d(pd 
dt 


ö(9<) 


(.•  =  1,  2,  3), 


(.  =  4,  5,  6), 


f        «.  =  ift)!+^±(l!.-l*  +  0,  ((,,),  (,,),  (,,)) , 


bezeichnen  v^  nnd  y,  Grössen,  die  nur  yon  de^  Massen 
abhängen^  nnd  die  bei  den  verschiedenen  Coordinaten  yerschiedene 
Werthe  haben. 


Ans  (4)  und  (4*)  folgt  nun,  dass  für  t  =:  1 ,  2,  3 


15) 


(/'*)  = 


imd  fÄr  t  =3  4,  5,  6 

(5*) 


0»*)- 


_«.  <^(«<) 


>   d< 
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Betrachten  wir  nun  die  wahren  Bahnen,  so  ist  für  diese 
bei  den  gewSkaHdun  relativen  Coordinaten  xud  bei  den  Jacobi- 
schen  Coordinaten,  nach  §§  6  und  7, 


(6) 


A  =  »'i4?       (.-1,2,3), 


Pi="». 


dqi 
»  dt 


(.  =  1,  2,  3). 


(7) 


Bei  diesen  Coordinaten  hat  man  also  immer  nach  (3) 


di 


dt 


oder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 

dqt   ^  dqi_ 
dt    ^    dt  ' 

Die  intermediären  Bahnen  sind  also  in  diesem  Falle  immer 
oscuUrend. 

Bei  den  canonischen  relatioen  Coordinaten  liegt  aber  die  Sache 
anders.    Nach  §  7  (13)  ist  nämlich  hier 


(8) 


Pi  = 


/»«=- 


Wl«  +  Wft  +  Wie  ^^ 

»»«Wo            _  / 

1           1                                                                                                                                                 HH            /T 

♦».  +  ♦»»+  wie  ^*  ' 

tn^fni,         ^  /  , 

Wlfc  (Wl«  +  wie)    ^  / 

Wl« 


wogegen  die  Relationen  (5)  und  (5*)  lauten 


(9) 


Wf  0  Wtf 
Wla  +  Wl( 


Wlft  Wie 

wift  +  m« 


(yiO- 


wtfl  wtc     ö  qx 
w*«  +  me    ö^  ' 


(?;)  = 


W»6  Wie        Ö  ?4 


WIt  +  Wie      dt 


EiS  wird  also  nach  (3) 


Wla  Wlft 


^?4    _      Wlg  Wie      ^^t 

m«  +  Wf  5  +  Wie     dt  Wla  +  W»6  +  Wie     rf  ^     "*  Wl.  +  W»«     dt    ^ 


m^fnt, 


dqi    ,     m^Cwia  +  wie)  dq^ 


Wlft  wie      d  q^ 


Wl«  +  W»5  +  wie     d  ^  Wla  +  W»6  +  We      rf  ^  ?»&  +  W»e     Ö  <    ' 


und  somit 
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(10) 


dt         dt   "^  m^  +  m,    dt  ' 


Die  Oeschwindigkeit  in  der  intermediären  Bahn  und  diejenige 
in  der  wahren  Bahn  stimmen  also  nicht  mit  einander  überein. 
Die  Elemente,  die  man  bei  diesen  Coardinaten  einfuhrt,  sind  also  nicht 
oscuUrend.  ^ 

Der  Unterschied  zwischen  den  Gomponenten  der  wahren  und 
der  intermediären  Geschwindigkeiten  ist  nach  (10)  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Masse.  Er  kann  nur  dann  bedeutend 
werden,  wenn  die  Geschwindigkeiten  sehr  gross  werden,  was  ein- 
treffen kann,  wenn  zwei  von  den  Massen  einander  sehr  nahe 
kommen. 

Dieser  Uebelstand  der  canonischen  relativen  Coordinaten,  dass 
bei  ihrer  Anwendung  die  Elemente  nicht  oscolirend  werden, 
ist  zwar  nicht,  vom  theoretischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  von 
grosser  Bedeutung.  Vom  Standpunkte  der  numerischen  Bechnung 
gewähren  die  osculirenden  Elemente  indessen  gewisse  Vortheile  und 
die  Goordinaten  von  Jaoobi  sind  deswegen  den  canonischen  rela- 
tiTen  Goordinaten  yorzuziehen. 


§  9.    Elimination  der  Knoten.    StaUlitttsbeweise  von  Ij^puce. 

Aus  den  Flftchenintegralen  des  Problems  der  drei  Körper 
lassen  sich  einige  wichtige  Folgerungen  ziehen,  mit  denen  wir  uns 
jetzt  beschäftigen  wollen. 

Wir  bezeichnen  die  JAConfschen  Goordinaten  der  Masse  B  mit 
?i'  9% 9  9v  ^^^  diejenigen  der  Masse  A  mit  g^,  q^,  ?e*  ^^^  Anfangs- 
punkt der  Goordinaten  liegt  bei  den  vorigen  in  der  Masse  C,  bei 
den  letzteren  in  dem  Schwerpunkt  der  Massen  C  und  £.    Setzt  man 


1  Siehe  PonroiBi:  BnUetin  astr.  1897.    S.  66. 
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(1) 


Pi'^fh.li      («=-1.2,8), 
/'i  =  M.9j      («  =  4,  5,  6), 


80  hat  man  für  die  intermediären  Bahnen  die  Differentialgleichungen: 


(2) 


dqi  _ 
dt  "^ 

dqi_  _ 
dt  ■" 


dpi' 


dpi  ^  ^  dHt 

dt  dqi 

dpi  dH^ 

TT  Jqi 


(i-1,  2,  8), 


(t  =  4.  5,  6), 


wo  nach  §  5  (10*) 


(2*) 


^6- 


fi    = 


k  fii§  M« 


Ä'  fHa  Wie 
V?4'  +  «.'  +  «.* 


(3) 


Nach  (1)  können  wir  diese  Gleichungen  auch  in  der  Form 


l»»^=--^      (.-1,2.8). 


dqt 


d^qt  ___  öHg 
^«  dt^    "■         ö^, 


(i-4,  5,  6) 


achreiben. 

Hieraus  bekommt  man  wie  in  §  1  die  Flächenintegrale  f&r  die 
intermediäre  Bahn  von  B 


(4) 


f 


h. 


dqt 
dt 

^»  dt) 

rfj, 
dt 

*»   dt) 

dq, 

dt 

=5    C 


1» 


=  c 


S' 


('.  V;-  - 


=s  C 


S 


und  ähnliche  Ausdrücke  für  den  Körper  A. 

Die  intermediäre  Bewegung  jedes  Körpers  geschieht  in  einer 
Ebene,  deren  Richtung  durch  die  Formeln  IV  §  1  (5)  bestimmt  ist^ 
Wird  die  Neigung  dieser  Ebene  mit  i^  die  Länge  des  aufsteigenden 
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Knotens  derselben  auf  der  X  7-Ebene  mit  Q  bezeichnet,  so  hat  man 


(5) 


wo 


e^  SS      csintsin  J2, 
Cji  aa  —  csintcosfiy 


C3  s      e  cos  t , 


c-yc7+^+ V 


Für  die  Masse  A  gelten  ähnliche  Gleichungen,  welche  wir  in 
folgender  Form  schreiben 


(6) 


f  #     *        •/     *        ^\i 

Cj  =s      e  sm  i  sin  u, 
c,'  =a  —  c  sin  r  cos  ß*, 


•f 


c  cost . 


Wird  die  XZ-Ebene  in  die  Bahnebene  des  Körpers  B  gelegt, 
80  erhSlt  man 


(7) 


/     dq^  dqi\ 


oder  wenn  die  Polarcoordinaten  Ton  §  5  eingeführt  werden 


(8) 


•  d9 


wo    V   die  Länge    in   der  Bahn   bezeichnet     Nun    ist  aber  nach 
§  5  (16**) 


(8*) 


dB 


/ttj^r»C08»9>-^  =  *8  =  *>  C08«- 


Wird  die  XT-EIbene  in  die  Bahnebene   von  £  gelegt,   so   ist 
^  SS  t  =s  Oy  and  die  Gleichung  (8*)  lautet  also 


(8^      " 


'*»'''47='*»' 


-wo  nnumehr  d  =>  v.    Vergleichen  wir  (8)  und  (8**),  so  wird  also 
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(9) 


c=A,=/9ya{l-e«), 


wo  ß  wie  in  §  5  definirt  wird. 

Setzen  wir  nun  diesen  Ausdruck  in  (5)  und  (4)  ein,  so  nehmen 
nunmehr  die  Flächenintegrale  folgende  Form  an: 


(10) 


?,^)=      /9Va(l-«»)8iii.-8mfl, 
^)  =-  /?ya(l-««)8in»C08fl, 


(11) 


(     dqt 


Für  den  Körper  A  bekommt  man  die  ähnlichen  Gleichungen 

/*.(?.^-?.^-)=    /9'Vä^(^=7>u.•'8iBfl', 


Qehen  wir  nun  zu  den  wahren  Bahnen  über  und  bezeichnen 
auch  hier  die  Goordinaten  Yonj9  mit  q^,  q^,  q^  und  diejenigen  Ton 
Ä  mit  q^,  q^,  q^,  so  gelten  für  diese  nach  §  7  (12)  die  Flächen- 
integrale 

(         IL.  In   ^^»  n    ^^A  A.  n    In   ^^«  n    ^^»^-c" 


(12) 


(     dqi  dq.\    ,         1     dq^  dq^\      ^„ 

/     dq^  rfg,  \    ,         /     dg»  dqA      ^„ 


Nun  wissen  wir  aber,  dass  die  intermediären  Bahnen  von   JB 
und  Ä  in  diesem  Falle  osculirende  Bahnen  sind.  ^    Die  Goordinaten 


^  Es  ist  nicht  nothwendig  für  diesen  Scbloss,  dass  die  Bahnen  oscnliren ; 
genügt  in  der  That,  dass  die  Form  §  7  (10)  für  die  Flachenintegrale 
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und  die  Geschwindigkeit  lassen  sich  also  in  derselben  Weise 
durch  die  Zeit  und  die  Elemente  ausdrücken,  ob  es  sich  um 
die  intermediären  oder  die  wahren  Bahnen  handelt.  Wir  können 
also  die  intermediären  Ausdrücke  (10)  und  (11)  in  (12)  einführen 
und  folglich  werden  die  Flächenintegrale  in  folgender  Weise  durch 
die  osculirenden  Elemente  ausgedrückt: 


(13) 


/»ya (l-«*)sini  sin  fl  +  /9'ya'(l-Osint' sin  fl^=     c,", 


/jya(l-if>)sin  t  cos  fl  +  /ff' ya'(l  -<?'>) sin  i'  cos fl'  =  -  c,", 
ßya{l'-e^coBi  + /?  y^fT^  cos  i' 


=      c 


8   • 


Mittelst  dieser  Integrale  können  im  Probleme  der  drei  Körper 
der  Halbparameter  (=a(l  — e')),  die  Neigung  und  die  Enotenläuge 
für  die  eine  Ellipse  berechnet  werden,  wenn  die  entsprechenden 
Grössen  für  die  andere  Ellipse  bekannt  sind. 

Diese  Gleichungen  erlauben  eine  einfache  geometrische  Deu- 
tang,  wenn  man  die  unveränderliche  Ebene  als  ZJ-Ebene  wählt 
£8  ist  nämlich  dann  c^"  s  c,'"  =»  0 ,  so  dass,  wenn  die  dritte  Con« 
staute  mit  C  bezeichnet  wird,  die  Gleichungen  (18)  nunmehr  lauten: 


(14) 


/?yo  (1  -  e»)  sin  i  sin  fl  +  /?'  yo'(l  -«'»)  sin 
ß^a  (1  -  «*)  sin » cos  fl  +  /f  ya'(l  -e'*)  sin 


/jya  (1-e«)  cos  i  +ß'-\fa'{l-e'*)än 


'Bin^  =  0. 
'cosfl'^O, 


(15) 


Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  nun 


and  man  muss  also  entweder  haben  Si^  SX  oder  J2  s=iJ  +  180^. 
Im  ersteren  Falle  würden  aber  die  beiden  Glieder  in  den  beiden 
ersten  Gleichungen  dasselbe  Zeichen  bekommen  und  ihre  Summe 
iLönnte  dann  nicht  gleich  Null  werden«     Es  ist  also 


(\^)  fl^iy  +  lSO. 

CnABXJKRt  Mechanik  des  Himmelt,  I. 


18 


274  Das  Problem  der  drei  Körper, 

Der  aufsteigende  Knoten  der  einen  Planetenbahn  auf  der  unoer» 
änderlichen  Ebene  fäUt  also  mit  dem  absteigenden  Knoten  der  anderen 
Bahn  zusammen. 

Diese  elegante  Formulirnng  der  Flächenintegrale  ist  zuerst 
von  Jagobi  entdeckt  worden  {,ßvLr  Tölimination  des  noeuds  dans 
le  problfeme  des  trois  corps'^). 

Wird  der  Halbparameter  der  osculirenden  Ellipsen  mit  p  be- 
zeichnet, so  dass 

p^a{i^e^,      ;>'=:a'(l-0, 
so  können  wir  statt  (14)  schreiben 


(14*) 


ß  =  ß'  +  l8o^ 

/J")/p  sin  i  =  /y  ]//?'  sin  i', 

ßyp  cost  +  ß  Yp'^^^  «'  =  ^' 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  können  ß,  i  und  p  berechnet 
werden,  wenn  Si\  %    und  />'  gegeben  sind. 

Das  dritte  Flächenintegral  enthält  einen  der  wichtigsten 
Sätze  in  der  Mechanik  des  Himmels,  nämlich  den  berühmten 
Stabilitätsbeweis  von  Laplace. 

Durch  verschiedene  Untersuchungen  von  Laplace  und  Lagranqb, 
auf  welche  wir  in  einem  der  folgenden  Abschnitte  zurückkommen, 
wurde  gezeigt,  dass,   wenigstens  wenn  man  nur  die  Glieder  von   der 
niedrigsten    Ordnung    in   Bezug    auf   die   Massen    berücksickHgtj     die 
halben   grossen  Achsen,   a   und   a',   der   osculirenden  Ellipsen    nur 
periodischen   Schwankungen    um    einen    mittleren   Werth,     a^    und 
a^,  unterliegen.    Diesen  Satz,  welcher  den  ersten  Theil  des  Stabi- 
litätsbeweises   Yon  Laplace   bildet,   wollen  wir    hier  vorläufig    als 
bewiesen  annehmen. 

Sehen  wir  nun  von  diesen  periodischen  Schwankungen  in  a  und 
OL  ab,  und  ersetzen  diese  Grössen  in  der  dritten  Gleichung  (14) 
durch  ihre  mittleren  Werthe,  so  ist  also 


(14**)  ß^a^  (1  -  e*)  cos i  +  /^  j/aTU -e  ») cos  «'  =  C. 
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Werden  die  mittleren  Bewegungen  mit  %  nnd  n^    bezeichnet, 
so  ist  nach  g  5  (17*) 


so  dass  man  statt  (16)  auch  schreiben  kann: 


(17)  un^a^^yr^^co&i  +  fA'n^'a^'*Yr:^*cosi'  :=^C. 

Da  ÜQ  (und  somit  auch  n^)   und  a^   als  unveränderlich   ange- 
nommen werden,  hat  man  auch 

^  «0  «0*  +  f*'  %  «o'*  =  Consi 
und  also 


/*«o  V  (1  -  yi  -  ^*cos*)  +  ju'n^'  ao'*(l  -  ^1  -ff'^cosiO  =  C", 

wo  C  eine  neue  Constante  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  können  wir  in  folgender  Form  schreiben:  . 

-  -  ov                          j  «■  C08*  i  4-  ein*  t,           /     /«  «"  cos* »'  4-  sin' »'         ^, 
(18)  f^n^a^^-—-—= :  +  fin^  a,  a_^ ^  =  c\ 

l+yi— e"co8»  l+yi  -  «'*C08»' 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  zu  einer  gewissen  Zeit  die  Excen- 
tricitäten  und  die  Neigungen  klein  sind.  Berechnet  man  aber 
aus  (18)  den  Werth  der  Constante  C  aus  den  Werthen  von  e 
und  {  für  die  betreffende  Zeit,  so  findet  man,  dass  C  selbst  klein 
stein  muss.  Da  diese  Grösse  aber  eine  Constante  ist,  so  muss  so- 
mit die  linke  Seite  von  (18)  immer  klein  bleiben.  Nehmen 
wir   endlich   an,    dass    die   Factoren    fin^a^*    und  pi'' n^ a^'^    (oder 

was  dasselbe  ist,  die  Zahlen  ß ^a^  und  ß^ ^%)  von  derselben  Grössen-' 
Ordnung  sind,  so  folgt  also  aus  (18),  dass  die  JSxcentricitäten  und  die 
Neigungen  für  jeden  H'erth  der  Zeit  kleine  Werthe  hohen  müssen. 

Die  Voraussetzungen  für  die  Gültigkeit  dieses  Theorems  waren 

also: 

1)  dass  die  halben  grossen  Achsen,  a  und  a\  nur  kleinen 

Schwankungen  unterliegen; 

2)  dass  ß  yä  und  ß^  Y^  ^^^  derselben  Grössenordnung  sind. 
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Die  letztere  Bedingung  ist  f&r  jeden  vorliegenden  Fall,  wenn 
nnr  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist,  leicht  zu  untersuchen. 

Was  die  erste  Bedingung  betrifft,  so  ist  die  Erfüllung  derselben 
nur  ftir  die  erste  Potenz  der  Massen  bewiesen  und  es  scheint  mir 
aus  yerschiedenen  Gründen  sehr  wahrscheinlich,  dass  sie  in  aller 
Strenge  auch  nicht  näherungsweise  erfüllt  ist,  wenn  es  sich  um 
die  Bewegung  für  eine  unbeschränkte  Zeit  handelt  Es  verdient 
indessen  hier  untersucht  zu  werden,  was  man  in  dieser  Hinsicht 
aus  den  Flächenintegralen  selbst  schliessen  kann. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Bewegung  m  einer  Ebene  stattfindet, 
so  findet  man  aus  (14*)  für  t  =  0 

(19)  ßip  +  ß^W^C. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Parameter  p  oder  p'  nicht 
über  alle  Grenzen  wachsen  können.  Der  Maximahoerth  dieser 
Grössen  ist  in  der  That  durch  die  Gleichungen 


und 


bestimmt. 

Andererseits  ist  es  mit  (19)  sehr  wohl  vereinbar,  dass  p  und  p 
beliebig  kleine  Werthe  annehmen  können.  Dies  würde  voraussetzen, 
dass  entweder  e  beliebig  nahe  der  Einheit  käme,  oder  dass  a  be- 
liebig kleine  Werthe  annähme. 

In  der  vorhergehenden  Auseinandersetzung  habe  ich  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Glieder  in  (18)  dasselbe 
Forzeichen  haben.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  n  und  n  beide  positiv 
oder  beide  negativ  sind,  d.  h.  wenn  die  beiden  Körper  Ä  und  JS 
sich  in  derselben  Bichtung  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
bewegen.  Diese  Voraussetzung  trifft  bekanntlich  für  unser  Planeten- 
system zu.     Wenn   ein   oder  mehrere  Körper  sich  in  umgekehrter 
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HichtuDg  bewegen  wie  die  übrigen,  so  Terliert,  wie  Laplace  her- 
Yorgehoben  hat,  der  Beweis  seine  Qültigkeit 

Der  LAPLACE'sche  Stabilitätsbeweis  behält  unverändert  seine 
Gültigkeit,  wenn  es  sich  nm  eine  beliebige  Zahl  von  Körpern  handelt. 
Man  bekommt  in  der  That  statt  (18) 

(20)  ^lAna^  ^        -  C. 

l+yi— c"Bm"f 

and  wenn  sämmüiche  Körper  sich  in  derselben  Richtung  bewegen, 
so  haben  alle  Glieder  linker  fland  hier  gleiches  Vorzeichen.  Da 
nun  die  Summe  aller  Glieder  klein  ist,  wie  aus  der  Erfahrung  für 
unser  Planetensystem  folgt,  so  muss  jedes  Oüed  auch  immer  klein 
sein.  Die  Excentricitäten  und  die  Neigungen  müssen  also  ftir  die 
Planeten  in  unserem  System  klein  bleiben,  vorausgesetzt,  dass  a 
constant  oder  nahe  constant  ist  Dieser  Schluss  kann  nur  dann 
eine  Ausnahme  erleiden,  wenn  entweder  na^  klein  ist,  abo  für 
Planeten,  die  sehr  nahe  an  der  Sonne  gelegen  sind,  oder  wenn  fi 
verhältnismässig  sehr  klein  ist  Aus  der  letzteren  Bemerkung  folgt, 
dass  der  Stabilitätsbeweis  von  Laplace  für  die  sogen,  kleinen 
Planeten  seine  Gültigkeit  verliert,  bei  welchen  also,  so  weit  aus 
den  Flächenintegralen  gefolgert  werden  kann,  die  Neigungen  und 
die  Excentricitäten  (beliebig)  grosse  Werthe  annehmen  können. 

Die  OBCulirenden  Ellipsen,  welche  hier  betrachtet  worden  sind, 
sind  sämmilich  aus  den  canonischen  Coordinaten  von  Jacobi  her- 
vorgegangen. Würde  man  gewöhnliche  relative  Coordinaten  benutzen 
und  die  bei  denselben  auftretenden  osculirenden  Elemente  ein- 
führen, so  würden  die  Integrale  der  Flächen,  wie  in  §  7  gezeigt  wurde, 
nicht  eine  so  einfache  Gestalt  annehmen,  und  die  Schlüsse  von 
Laplace  behalten  demnach  bei  diesen  Elementen  nicht  ihre  Gültig- 
keit Wie  aus  §  7  (14)  hervorgeht,  kann  man  indessen,  wenn  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  der  Massen  vernachlässigt  werden,  auch  bei  den 
gewöhnlichen  relativen  Coordinaten  die  Form  (12)  für  die  Flächen- 
integrale beibehalten,  und  man  erhält  dann  diese  Integrale  in 
der  Form 
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2  »i  ]/a  (1  —  e^)  sin  i  sin  fi  =  c-j , 


(21) 


^iwVa(l  —  g^sjn  i  cos  fl  =  c, , 


2  ^  y^'  (1  —  ^a)  cos^  i 


-^8- 


In  der  Astronomie  werden  gewöhnlich  nur  relative  Coordinaten 
und  die  aus  ihnen  hervorgehenden  osculirenden  Eklipsen  benatzt. 
Aus  (21)  findet  man,  dass  die  Schlüsse  von  Laplace  in  Bezug  auf 
die  Stabilität  unseres  Planetensystems  auch  fär  diese  Elemente 
gelten  j  aber  nur  bis  zu  der  ersten  Potenz  der  Massen  (inclusive). 
Die  vollständigen  Ausdrücke  für  die  Flächenintegrale  durch  die  ge- 
wöhnlichen osculirenden  Elemente  lassen  sich,  jedoch  wie  es  scheint 
etwas  umständlich,  aus  §  7  (14)  ableiten. 

Indem  wir  wieder  zu  den  jACOBi'schen  Coordinaten  zurück- 
kehren, wollen  wir  fllr  diese  die  Ausdrücke  der  Flächenintegrale 
für  den  Fall  ableiten,  dass  man  in  dieselben  die  Elemente  von 
Delaunay  in  §  5  einführt,  welche  Ausdrücke  im  folgenden  Para- 
graphen zur  Anwendung  kommen. 

Diese  Elemente  waren 


(22) 


L  =/9Va, 


G^ßya[\^e^, 


l  ^n{t+r), 


jy=/9ya(l-e2)cosi,         h^il. 


Die  Flächenintegrale  (13)  werden  somit,  durch  diese  Elemente 
ausgedrückt,  folgende  Form  annehmen 


(23) 


yG^--E^  sin h  +  yö'2  _  jy'2 aii^  j^'  ^      ^-^ 
y(?2  _  }£2  e^jg^i  ^  y(y'2  _  H'^  cosh'  =  -  c,", 


=       c 


8    • 


Wird  die  unveränderliche  Ebene  als  Grundebene  benutzt,  so 
bekommt  man,  wie  vorher,  ä  =  Ä'  +  180*^,  und  hieraus  lassen  sich 
die  Gleichungen  (23)  in  folgender  Form  schreiben: 


(24) 
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Ä-A'  +  180^ 


Diese  bequemen  Formen  der  Flächenintegrale  werden  wir  im 
folgenden  Paragraphen  benutzen,  um  die  Differentialgleichungen  des 
Problems  der  drei  Körper  auf  eine  niedrigere  Ordnung  zu  reduciren. 


§  10.    Reduction  der  DilTereniialgleichungeii  dea  Problema  der 

drei  Körper  auf  vier  Freiheitsgrade. 

Die  neun  absoluten  rechtwinkligen  Coordinaten  der  drei  Massen 
im  Problem  der  drei  Körper  sind  ursprünglich  durch  ein  System  von 
der  18*~  Ordnung  bestimmt  §  1  (2).  Mit  Hilfe  der  sechs  Schwer- 
punktsintegrale wird  dies  System  auf  die  12^  Ordnung  reducirl; 
entweder  indem  man  gewöhnliche  relative  Coordinaten  einführt, 
oder,  wenn  man  das  System  in  canonischer  Form  haben  will,  durch 
Einfuhrung  von  canonischen  relativen  Coordinaten  oder  von  Jacobi'- 
schen  Coordinaten  oder  in  anderer  Weise. 

Das  so  erhaltene  System  von  der  12^°  Ordnung  besitzt  noch 
vier  Integrale,  nämlich  die  drei  Flächenintegrale  und  das  Integral 
der  lebendigen  EjrafL  Es  lässt  sich  somit  hieraus  ein  System  von 
der  8^  Ordnung  aufstellen,  wenn  man  diese  Integrale  benutzt 
WiU  man  die  canonische  Form  der  Differentialgleichungen  behalten, 
so  lässt  sich  dies  System,  von  der  8^  Ordnung,  als  ein  System 
von  canonischen  Differentialgleichungen  mit  vier  Freiheitsgraden 
schreiben.  Es  wird  sich  dabei  herausstellen,  dass  die  charakte- 
ristische Function  dieses  canonischen  Systems  von  der  Zeit  explicite 
unabhängig  bleibt  Folglich  existirt  zu  diesem  System  8**  Ordnung 
noch  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  und  man  könnte  mit  Hilfe 
desselben  die  Ordnung  noch  um  eine  Einheit  erniedrigen. 

Dass  die  Differentialgleichungen  des  Problems  der  drei  Körper 
sich  auf  ein  System  von  der  7**°  Ordnung  reduciren  lassen,  wurde 
von  Lagrakge  in  seiner  classischen  Arbeit  „Essai  sur  le  probl^me. 


■ 
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des  trois  corps"  zuerst  gezeigt,  und  dann  von  Jacobi  a.  a.  0.  in 
anderer  Weise  abgeleitet  Die  nachfolgende  Ableitung  eines  cano- 
nischen  Systems  mit  4  Freiheitsgraden  ftLr  das  Drei-Eörperproblem 
rührt  von  PoikgabJ:  her  (Mäthodes  nouvelies  de  la  M6c.  Celeste  I). 

Wir  gehen  von  den  DELAüNAY'schen  Differentialgleichungen 
aus,  und  nehmen  an,  dass  die  unveränderliche  Ebene  als  XZ-Ebene 
genommen  wird. 

Wir  haben  also  die  Differentialgleichungen 


(1) 


(1*) 


dL       BF 
dt  "  Bl  ' 

dl  BF 
dt  ~       BL' 

dQ       BF 
dt  ^  Bg' 

dg  BF 
dt  "      BG" 

dH       BF 
dt  ~  Bh' 

dh            BF 

dt  ~      BH' 

dL       BF 
dt^Br' 

dl"  BF 
dt  ""      BU 

u.  s.  w. 


und  die  Flächenintegrale  lauten: 


(2) 


A  =  A'  +  180», 
H+H'  ^c. 


Mittelst  der  zwei  letzten  von  diesen  Gleichungen  können  ff  nnd 
H'  durch  G  und  G'  aasgedrückt  werden.  Die  zweite  Oleichoug 
giebt 

G*  -  G'*  =  ff»  -  B'*  =  (H  +  E'){B  -H')^c{H-H'), 

4 

so  dass 


(3) 


2     '     2e 


2 


2c 
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Die  Stönmgsfunction  F  ist  von  den  Elementen  Z,  G,  H,  l, 
g,  A;  Z\  ffy  H\  l\  g\  K  abhängig.  Es  wird  sich  aber  zeigen, 
dass,  wenn  die  unveränderliche  Ebene  als  Grundebene  genommen 
wird,  h  und  K  aus  F  verschwinden  werden. 

In  dem  vierten  Abschnitt  wurde  nämlich  gezeigt,  dass  die 
Coordinaten  in  den  osculirenden  Ellipsen  periodische  Functionen 
von  /,  g  und  h  sind.  Hieraus  folgt,  dass  die  Störungsfunction 
selbst,  welche  in  §  5  (6),  (6**)  und  (34)  durch  die  Coordinaten  aus- 
gedrückt wird,  eine  periodische  Function  von  /,  g^  h  und  l\  g\  K 
wird,  so  dass  wir  also  schreiben  können 

(4)  F^^Ä'^{il^-jg  +  kh+i'r+fg'  +  KKY 

wo  i,  j,  k,  t",  /,  k'  alle  ganzen  Zahlen werthe  zwischen  —  oo  und 
+  00  annehmen.  Die  Goefficienten  A  sind  nur  von  L^  G,  H,  Z'y 
ff,  W  abhängig. 

Nun  ist  nach  dem  dritten  Flächenintegral  (2) 

und  also 

(5)  W  +  W-0. 

Nach  (1)  und  (1*)  wird  also 

Setzen  wir  den  Werth  (4)  f&r  die  Störungsfunction  in  diese 
Gleichung  ein,  so  bekommt  man 

(6)  0«2(*  +  *')^"ctj(*''+iy  +  AÄ  +  «"'^'+//+A'A')- 

Diese  Gleichung  muss  aber  identisch  erfüllt  werden  und  dies 
ist  nur  möglich,  wenn  A  +  A'  =  0,  so  dass  die  Elemente  A  und  A'  in 
der  Störungsfunction    immer  in   der  Verbindung  A  —  A'   auftreten. 
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Dies  muss  also  nach  Formel  (28)  im  vorigen  Absdinitte  der  Fall 
sein,   wie   auch  die  ZJ-Ebene   gelegt   wird.    Wird  im  Besonderen 
die  unveränderliche  Ebene  zur   Xr-E%ene   gewählt ,   so   hat  man 
nach  (2)  noch 
(7)  A-A'«  180<>, 

so  dass  F  in  diesem  Falle  von  h  und  K  unabhängig  wird. 

Wenn  man  mittelst  (3)  H  und  H'  eliminirt,  so  wird  F  eine 
Function  von  i,  G,  l,  g\  L\  G\  /',  g\  Benutzt  man  für  die  in 
dieser  Function  vorkommenden  Grössen  G  und  G'  die  Bezeichnungen 
r  und  Pj  80  dass 

(8*)  G^r,     &  =^r, 

so  ist  nach  (3) 


(8) 


Es  ist  nun 


ÖF^dFdGdFdH       dF  dW 

er  '^ da  er  ^ bh  er"^ öw  er 

» 

^  dF  x^ü  ^F    r 

da  "^  dS    0  dH'    c' 


Aus  (7)  und  (1)  folgt  aber 

und  man  hat  also 

BF  _  dF 
ÖT  ^  dO' 

In  gleicher  Weise  erhält  man 


(10) 


/iA*x  BF  _  B:F 

^^^^  bf'-^Fg^' 

Statt  (1)  und  (1*)  bekommen  wir  also  nun  folgende  canonische 
Differentialgleichungen  fübr  das  Problem  der  drei  Körper: 
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f                 dL        dF 
dt    ~  dl  ' 

dl             dF 
dt  "       dL' 

/i  i\ 

dr      dF 

dt  ^  dg' 

dg            dF 

dt  "■     dr' 

(11; 

dU       dF 

dt  "  dr  ' 

dV           dF 
dt  ■"      dÜ' 

dr       dF 

dg"            dF 

dt  "  dg"'         dt  "      dr 

Man  hat  also  hier  nur  vier  Freiheitsgrade.  F  ist  eine 
Function  von  L,  F,  l,  ff\  Z',  /*,  /',  ff',  die  man  ans  dem  allge- 
gemeinen  Ausdruck  (4)  erhält,  indem  man  mittelst  {8'*)  und  (8)  G, 
ffy  B,  H'  eliminirt 

Die  Bewegung  der  gemeinsamen  Enotenlinie  auf  der  unver- 
änderlichen Ebene  wird^  nachdem  L,  F,  ly  g\  L'y  F'j  V  g'  aus  (11) 
als  Functionen  der  Zeit  erhalten  worden  sind,  mittelst  einer  Qua- 
dratur gefunden.    Man  hat  nämlich 

wo  vor  der  Differentiation  F  als  eine  Function  der  12  Ursprung- 
Uchen  Elemente  zu  betrachten  ist  Nach  der  Differentiation  führt 
man  F  und  F'  mittelst  (8*)  und  (8)  ein,  und  wenn  die  Glei- 
chungen (11)  integrirt  worden  sind,  so  wird  somit  die  rechte  Seite 
von  (12)  eine  bekannte  Function  der  Zeit  und  also  die  Enoten- 
länge  h  durch  eine  Quadratur  erhalten. 

Da  F  die  Zeit  nicht  expUcite  enthält,  so  hat  man  zu  (11)  das 
Integral  der  lebendigen  Ejraft 

(13)  F^Gonstj 

wodurch  man  eins  yon  den  Elementen  eliminiren  kann  und  somit 
ein  System  von  der  7^  Ordnung  erhält.  Nimmt  man  endlich 
eins  Ton  den  übrigen  Elementen  (z.  B.  /]  als  unabhängige  Veränder- 
liche statt  der  Zeit,  so  hat  man  zuletzt  ein  System  von  Differential- 
gleickungen  von  der  seclisten  Ordnung  für  das  Problem  der  drei 
Körper. 
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Dies   System  hat,   wenn  /  als   unabhängige  Veränderliche  be- 
nutzt wird,  folgendes  Aussehen: 


(14) 


dr           dF , 
dl  ^       dg' 

dF 
dL' 

dg        dF , 

dl^  dr' 

dF 

dL' 

dU           dF 
dl   ~       df 

dF 

dl' 

dV  dF 
dl   '^  dU 

,dF 
dL' 

dr           dF , 
dl  ""       dg'' 

dF 
dL' 

dg'       dF, 

dl  "^  dr 

dF 
dL' 

Nach  der  Ausführung  der  partiellen  Differentiationen  von  F 
hat  man  L  mittelst  (13)  aus  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (14) 
zu  eliminieren. 

Die  Gleichungen  (14)  sind  nicht  von  canonischer  Form.  Nach- 
dem das  System  (14)  integrirt  worden  ist,  erhält  man  mittelst  der 
Gleichung 

die  Grösse  /  durch  eine  Quadratur  als  Function  der  Zeit 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Bewegung  der  drei  Körper  in 
einer  Ebene,  so  lässt  sich  fiir  die  Bewegung  ein  canonisches  System 
mit  drei  Freiheitsgraden  aufstellen. 

Für  t  s  0  fallen   G  und  H  zusammen  und  man  kann  setzen 

(16)  G^H^n. 

Nur  ein  Flächenintegral  ezistirt^  das  nun  heisst 

(17)  n+ir^c. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass 

WO  g  die  Perihellänge  bezeichnet     Diese  Gleichung  zeigt,    dass  F 
nur  von  der  Differenz  zwischen  g  und  g   abhängt 
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Fohrt  man  nun  zwei  Grössen  K  und  k  durch  folgende  Glei- 
chungen ein 


(19) 

aas  welchen  folgte  dass 
(19*) 


*  =  y  -  ^7 


J7'  =  c  -  Z, 


80  lässt  sich  mittelst  (19*)  und  (19)  F  als  eine  Function  von  L,  l, 
£,  A,  Z'  r  darstellen.     Es  ist  nun 


/am                                                 ^^         ÖJ^         dF 
v^"*                                          dK  "  du       dir' 

und  demnach 

dk  ^dig^gT)  _       dF        dF 
^^^'                   dt              dt        "       dH   ^   du' 

dF 
dK 

Weiter  hat  man 

dK       dn       dF        dF 
dt         dt         dg          dk  ' 

so    dass 
lauten: 


die  Di£ferentialgleichungen    ftir    die   Bewegung    nunmehr 


(22) 


dL        dF 
dt  "^  dl  ' 

dl  dF 
dt  ~      dL' 

dL'       dF 

di   "  dV  ' 

dV  dF 
dt  ~~      dL'' 

dK       dF 
dt  "  dk' 

dk  dF 
dt  ""       dK' 

welches  ein  canonisches  System  mit  drei  Freiheitsgraden  ist 

Nachdem  (22)  integrirt  worden  ist,  erhält  man  die  Perihellange  g 
durch  eine  Quadratur  mittelst  der  Gleichung 


(22^ 


dg 

dt 


dF 
dn' 


wo  man  nach  der  partiellen  Differentiation  von  F  die  rechte  Seite 
durch  Ifj  L\  K\  Ij  1%  h  auszudrücken  hat 
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Zu  den  Gleichungen  (22)  existirt  das  Integral  der  lebendigen 
Kraft 
(23)  F  *  Const, 

und  nimmt  man  zuletzt  eines  der  Elemente  als  unabhängige  Ver- 
änderliche statt  der  Zeit  an,  so  lässt  sich  die  Ordnung  des  Systems 
der  Differentialgleichungen  ftir  die  Bewegung  in  einer  Ebene  auf  vier 
herunterdrücken.     Das  System  wird  aber  dann  nicht  canonisch. 

Bei  der  ßeduction  der  Differentialgleichungen  für  das  Problem 
der  drei  Körper  auf  vier  Freiheitsgrade  kann  man  sich  beliebiger 
canonischer  Coordinaten  {q^f  p^  bedienen.  Man  hat  dabei  nur  die 
Flächenintegrale  durch  diese  Coordinaten  auszudrücken  und  die 
Reduction  geschieht  dann,  mehr  oder  weniger  umständlich,  nach 
denselben  Principien  wie  oben.  Verfasser  hat  gezeigt  (Meddelanden 
frän  Lunds  Observatorium.  Nr.  6)  wie  man,  bei  der  Bewegung 
in  einer  Ebene,  die  Abstände  der  drei  Körper  von  dem  gemein- 
samen Schwerpunkt  als  ^-Coordinaten  benutzen  kann  tmd  somit,  bei 
gebührender  Wahl  der  entsprechenden  canonischen  />•  Coordinaten, 
ein  canonisches  System  mit  drei  Freiheitsgraden  aufstellen  kann. 
Diese  Methode  hat  insofern  ihre  Vortheile,  als  man  dabei  die 
Störungsfunction  als  eine  algebraische  Function  der  Coordinaten  er- 
hält, wogegen  die  osculirenden  Elemente  in  transcendenter  Weise 
in  die  Störungsfunction  eingehen.  Dieselben  Vortheile  gewinnt  man, 
wenn  man,  statt  der  Abstände  der  drei  Körper  von  dam  gemein- 
samen Schwerpunkt,  ihre  gegenseitigen  Entfernungen  als  ^-Coordi- 
naten  wählt.  Die  Ableitung  der  Differentialgleichungen  geschieht 
dabei  in  genau  derselben  Weise  wie  für  die  Abstände  von  dem 
Schwerpunkt  Die  Reduction  der  Differentialgleichungen  für  diesen 
Fall  auf  vier  Freiheitegrade  ist  in  eleganter  Weise  von  Bbüns  aus- 
^geführt  worden  („Ueber  die  Integrale  des  Vielkörper-Probl^ms"  1887). 


SECHSTER  ABSCHNITT 


STÖRUNGSTHEORIE 


§  I.  EinfDhrung  neuer  canonischer  Elemente. 

Wenn  die  2  n  Ghrössen  x^  und  y^  durch  ein  canonisches  System 


dXi 

dt 

- 

BF 

dVi 

dt 

= 

BF 
dXi 

(1)  {  _  (t=l,2,  ...,ii) 


bestimmt  sind,  and  man  setzt 

*|  ^*  / 1  (ßl  I    •  •  •  >   b»)    ^1  >   •  •  •  >   ^fj  9 


(2) 


)*|  —  fixSlf    •  •  •  >    b»)    ^1  >    •  •  •  >    VfJ  9 


80  giebt  es  offenbar  unendlich  viele  Formen  der  f^inctionen/)  nnd 
g^y  f&r  welche  die  Differentialgleichungen  für  die  neuen  Veränder- 
lichen 1^  und  fi^  wieder  von  canomscher  Form 


(3) 


dl,  dF_ 

dt  "^      dfji' 

(i=  1,  2,  ...,  n) 
drjt  BF 


dt  d|< 

werden. 

Wir  wollen  die  Bedingungen  hierfür  aufsuchen,  d.  h.  die  Form 
der  Functionen  f^  und  g^  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  (2) 
und  (3)  bestehen. 

£8  wird  dabei  angenommen,  dass  P  als  eine  Function  von  x^ 
und  y^  (>  =»  1  >  2 ,  .  . . ,  n)  und  der  Zeil  gegeben  ist. 

Man  hat  nun 

dii_  _  dji^  dx^   ,  d^i  dx^ 

dt  ""öxi    dt  "^  '"^  dxn    dt  ' 

,    ö {<  dy^  dji^  dyn_ 

'^'dV,    dt  ■^•••■^öy.    dt  ' 


oder  nach  (1) 

Chaxubb,  Medbaiiik  Am  mmmels.  L 
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dSi  ^  ai<    dF        ^       dSi    BF 
dt        dxi   dyi  "^•••«    Qxn   öy» 

_l?i_dFl_  dfi    ÖF 

E^ühren  wir  nun  die  Bezeichnung 
/jv  r      n       '^^  (da    db        da    db\ 

(4)  t«' *J  =  Ite  öli: -  ä^  ä^J 

ein,  80  ist  also 

(5)  ^-[l„^. 


Nun  ist  aber 


dy,        dSi    dy,       '""^  dSn    dy, 
a  j?i    a  y,        "  a  j?»    dy,' 


a 


F  _  BF    d^  .    iZ  Ü! 


und  also 


a  o;,      a  f  1  a  0?«  ^  b^^  Bx, 

B  fji    B  Xf  B  fjn    B  Xt 


Bji   BF  ^Bji   BF  '^ 
Bx,  By,       By,  Bx, 

afi  v^»,  ay,     ay,  BxJ  "*" 
+ + 

afnlaa?,  ay,     ay,  a»./"^ 

aj/i  v^a?,  ay.     ay,  a»./  "*" 
+ + 

B7jn\Bx,  By,       By,  BxJ' 


Werden  alle  diese  Ausdrücke  summirt,  indem  man  nach  einan- 
der <  s=  1 ,  2 ,  .  • . ,  n  setzt,  so  bekommt  man 


(6) 


§  1.     Einfühnmg  neuer  eanoniather  Elemente. 


dF 


In  ähnlicher  Weise  erhält  man 


+  Ihif    Sj  "g|^  + 


•  +  [&»   *^J-ö 


ÖJ» 


(6*) 


47  =  [^*>^'= 

I    r  1  öi^     ,  ,    r  n   dF 


Es  wurde  aber  verlangt^  dass 
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(3) 


dt 


dF 

Örii 


dt 


dF 


sein   würde  nnd    offenbar    sind    diese    Gleichungen    erfüllt,    wenn 
folgende  Belationen  bestehen: 


(7) 


CIp 

«- 

0, 

[Vv 

>?,]  = 

0, 

[iv 

*?,]  = 

0, 

[&. 

^J  = 

+  1 

(«4=r) 


(i,  r  =  1,  2,  ..  .,  n). 


Sind  diese  Gleichungen  erftdlt,  so  sind  die  durch  (2)  einge- 
fUirten  Veränderlichen  canonisch. 

Die  Belationen  (7)  sind  hinreichend^  ob  sie  auch  notk" 
tDendiff  sind,  ist  zwar  fbr  unseren  Zweck  gleichgültig,  da  nämlich 
bei  den  hier  zu  untersuchenden  Substitutionen  diese  Bedingungs- 
gleichnngen  erfüllt  sind.  Man  findet  aber,  indem  man  (6) 
und  (6^*)  mit  (8)  vergleicht,  dass^  wenn  man  keine  besonderen  Vor- 
aussetzungen über  die  Function  F  macht,  die  Gleichungen  (7) 
auch  nothwendig  sind. 

19* 
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Mit  Hilfe  dieses  Theorems  wollen  wir  nun  neue  canonische 
Veränderliche  statt  der  DELAüNAY'schen  Elemente  einf&hren. 

1)  Statt  der  Elemente  Zj  0,  H^  l,  g,  h  führen  wir  die  neuen 
Veränderlichen  A,  F,  Z,  X,  y^  z  durch  folgende  Gleichungen  ein: 

(8) 

und  entsprechende  Grössen  für  die  Elemente  Z',  (r'  u.  s.  w. 
Die  neuen  Elemente  ^^  jT  u.  s.  w.  sind  canoniscL 
In  der  That,  wenn  die  alten  Elemente  {L,  0,  H\  l,  g^  K)  mit 
^1*  ^t^  ^sJ  Vx^y^y  Vz   bezeichnet   werden,   so   dass  jt  =  r^,    G  =^  x^ 
u.  s.  w.,   und  die   entsprechenden   neuen  Elemente  mit  1^,  1,,  ^^\ 

i7j,    ^s»    ^s>    B^    ^^B   ^  ^  li  >    ^'^it    ^  ^'   ^*'    B^    findet    man 
erstens,  dass 

da  nämlich  die  1^  nur  von  x^^,  x^,  x^  und  die  fJ^  nur  von  y^,  y,,  y, 
abhängen. 

Weiter  ist:     . 

[Il.t73]=         0,  [12.^8]=»         0.         [l3'^s]=+l- 

Die  Bedingungen  (7)  sind  also  erfüllt,  und  die  neuen  Elemente 
somit  canonisch. 

Durch  die  elliptischen  Elemente  ausgedrückt  ist  nun 


(9) 


Es  bedeutet  also  X  die  mittlere  Länge  in  der  Bahn,  —  y  die 
Länge  des  Perihels,  ~  z  die  Knotenlänge.  Das  Mement  F  ist  dem 
Quadrate  der  Excentricität  proportional,  Z  dem  Quadrate  der  Neigung» 
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2)  Statt  der  Elemente  F,  Z;  y^  z  f&hren  wir  weiter  die  Ele- 
mente ii  fi;  p,  q  dnrch  folgende  Gleichungen  ein:^ 


(10) 


i^y2rcosy,      p==y2Zco8r, 
i7«y27'8iny,       q^y2Zünz. 


(12) 


Die  neuen  Elemente  sind  anch  canomsch. 

Da  bei  der  Substitution  (10)  in  den  Ausdrücken  für  die  neuen 
Elemente  nur  zwei  conjugirte  Elemente  eingehen,  so  können  wir, 
weil  wir  bei  der  Ableitung  von  (7)  vorausgesetzt  haben,  dass  F 
auch  eine  Function  von  t  sein  kann,  jede  Substitution  f&r  sich 
untersuchen. 

Angenommen  also,  dass  man  in  den  Gleichungen 

^^^^  dt  ^  dy'        dt  '^       Bx' 

wo  F  Ton  jr,  y  und  der  Zeit  abhängig  ist,  die  Substitutionen 

I  =  y27cosy, 

fl  =  y2^siny 
machte  dann  ist 

rt  •,!  —  AI  Al  «  AI.  i^ 

LS7^J  -  öaj    By        By    Bx 

aa-:=:COsy]/2ico8y  +  ]/2isiny— — ^siny  «+  1, 

und  ^,  fj  sind  canonisch. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  durch  (10)  definirten  Elemente  cano- 
msch sind. 

Die  canonischen  Elemente,  welche  wir  somit  erhalten  haben, 
wollen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  über  die  Störungstheorie 


^  PoDiGAs^:    M^thodes  nouveUes  de  la  M6c.  c^l.  I  S.  80. 
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zu  Grande  legen.    Ihre  Bedeutung,   in  elliptischen  Elementen  aus- 
gedrückt, ist  nach  (10)  und  (9)  die  folgende: 


M  =  /?/«, 


Xs=      /  4-  TT  =  mitäere  Länge , 


(13)  1  |==y2^(l-]/l -<?«)co8jr,   i7==-y2^(l-,yi-e«)8in», 
P  =  y2^yr^^l  -costOcosa,  y  =  -y2^yT^^l  -cos t)8in  fl  . 

Wir    wollen    den  Zusammenhang    zwischen  diesen   PotscABk^^ 
sehen  Elementen  und  den  elliptischen  Elementen  naher  untersuchen. 
Aus  (13)  folgt,  dass 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  e^  nach  den  Potenzen  der  Grösse 

entwickelt  werden  kann.    Man  bekommt 
Da  weiter 

V2  (1  -  yn^c^  =  «(i  +  i-e«  + . .  .j, 


80  ist 


yz 


=     e  cos  5r  X  (1  +  2  ««  «^")» 


-^^= -esin  5r  X  (1  +  2«»«"")- 


Nach  (14*)  folgt  hieraas,  dass 


(15) 


0  COS  TT 


esinn 
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fc  ij 

80    dose   e  cos  %   und   e  sinn   nach   Potenzen   von   —^  und  —j==-  entr 

y  A         y  A 

wickelt    werden   Umnen.     umgekehrt    geht    ans    (15)   hervor,'  dass 
und  -===  nach  Potenzen  der  Grössen  ecosn,  und  eBmn  ent- 


yjT       yj. 

wickelt  werden  können. 

Betrachten  wir  nnn  die  Elemente  p  und  q,  so  finden  wir,  dass 


-^ (1  -  eY'U^     y2  (1  -  yi-sin*i)  cos  fl , 


^ (1  -  tf«)-V.«  -  )f2{l  -yi-8in«i)  sin  ß, 

ans  welchen  Aasdrücken  folgte  dass 

sin  t  cos  ß    nnd 
sin  t  sin  ß 

nach  den  positiven  Potenzen  der  Grössen 

^  (1  -  eY'U     und     -^  (1  -  <?«)-V. 

yA  ^       '  ya^       ' 

entwickelt  werden  können. 

Wir  sind  also  zu  dem  Schluss  gekommen,  dass  die  Qröseen 

e  cos  it ,  tf  sin  TT  I 

sintcosßy         sintsinß 

lUich  den  positiven  Potenzen  der  Grossen 

S  v_^      p  g_ 

YÄ '    yx '  yx '    y x 

entwiehelt  werden  können^  und  umgekehrt 

Werden  die  Glieder  dritter  Ordnung  vemachlässigt,  so  hat  man 


(16) 


tf  cos  TT  »  -7^  I  eBinn  ^ 7^= , 

yx  yx 

sin  t  cos  fl  =  -~=z ,       sin  t  sin  fl  == %z^ . 

yx  yx 
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Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  beweisen ,  dass  die 
Störungsfiinction  sich  nach  Potenzen  von  ecoQfCj  esinTr,  sintcosfi 
und   sint   sin  £i  entwickebi   lässt     Es  folgt  dann   auch,   dass   sie 

nach  den  Potenzen  von  — =  >  -7=  >  -7==  und  -7=^  entwickelt  werden 

y^     yA     yA  y  A 

kann. 


(1) 


§  2.    Form  der  Entwickelung  der  StSrungsfkinction. 

Führen  wir  die  Bezeichnungen 

r  s=  tf  cos  n,  tt  »  sin  t  cos  Sl  y 
s^emutf  t;  =  sin  t  sin  Si, 
t'  ss=  e'  cos  %'      u.  s.  w. 


ein,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Störungsfiinction  sich  nach  den 
Potenzen  von  r,  <,  ti,  v,  t\  s  u.  s.  w.  entwickeln  lässt,  und  die 
Coe£6.cienten  in  dieser  Entwickelung  sind  dann  Functionen  der 
Elemente  A^  i,  A,  X  u.  s.  w. 

Da  die  Störungsfunction  eine  analytische  Function  der  Coordi- 
naten  ist,  die  fbr  0  s  r  ==  «  »  u  »=  r  =  r\  . .  endlich  ist^  so  genfLgt 
es  zu  beweisen,  dass  die  Coordmaten  nach  den  Potenzen  der  frag- 
lichen Grössen  entwickelt  werden  können. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass 

tf»  =  r«  +  #>, 

sin*  t  =  ti*  +  o* , 
und  also 

sin^^i  =  (ti*  +  v*f, 

woraus  folgt,  dass  alle  geraden  Potenzen  von  e  und  sint  ganze 
rationale  Functionen  von  r,  <,  ti,  v  sind. 

Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  haben  wir  in  §  9  des 
vierten  Abschnittes  folgende  Ausdrücke  gefunden 


§  2.    Form  der  EiUwieMtmg  der  Stönmgafunetion. 
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(2) 


WO 


(2^ 


—  00 


+  00 


1  ^<-l  .   . 


fl  saayi— «*    2  ^''^*.      SÜi*'« 


—  00 


Die  Coefficienten  ^,  B^  A^    u.  s.  w.  hatten   folgende  Werthe 


(2**) 


A  » 

COS  (;i  — 

fi)  cos  fi  —  sin  [n  — 

J2)8in  J2cost, 

B  =- 

>  sin  (ä  — 

ß)  cos  iQ  ~  cos  (91  — 

fi)sin  ficost, 

^1  = 

C08(3r  — 

fi)  sin  iQ  +  sin  {n  — 

fi)cos  ficost, 

J,-- 

-  sin  (;i  — 

fi)  sin  fi  +  cos  (jT  — 

Si)  cos  Si  cos  i , 

^  = 

sin  {n  — 

fi)sinz, 

i?.- 

cos  {n  — 

fi)sint. 

Diese    Coefficienten    können    in    folgender  Weise    geschrieben 
werden: 

A  =  co8(«  —  ß)cos  Si  —  sin(7r  —  ß)sin  ß(l  —  sin*!*)*/« 

=  cos(w  —  ß)cosfl  —  sin(^  —  fl)  sin  ß  (1  —  -g-  sin^i  —  —  sin*i  —  J 

=  cosjr+  Y  81^*  *  süi  (^  —  -ß)  sin  flfl  +  -r-®^**  +  •  •  •) 

=sco8  3i  +  —  sin*isinfl[sinwco8fl  — cos:w8infl][l  +  — sin*t  +  . . .) 

ssco8  9r+  l—uvBvan  — g-ü'cos^ij  (1  +  — sin^i  +  . . . J . 

Werden  die  übrigen  GoefGicienten  in  ähnlicher  Weise  umge- 
schrieben, so  wird  nun,  wenn  folgende  Bezeichnungen  eingeführt 
werden: 
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P,  =  i-«»   (l  +  ^(«»  +  r«) +  ...), 


(3) 


80  dass  P^f  P,  und  P,  Reihen  bezeichnen,  welche  nach  den  posi- 
tiven Potenzen  von  u  und  v  fortschreiten  (und  mit  Gliedern 
zweiten  Grades  anfangen): 


(4) 


Ä    = 


cos  ;r  +  P,  sin  jr  —  Pj  cos  n , 
sin  ;r  +  P,  cos  ;r  +  P,  sin  « , 
sin  ^  —  Pj  sin  51  +  Pj  cos  n , 
cos  ;r  —  Pj  cos  ^  —  Pj  sin  51 , 
w  sin  TT  —  V  cos  jr , 
t£Cos;r  +  V  sin  TT. 


(5) 


Ich  erinnere  nun  an  einen  Satz  aus  der  Trigonometrie,  nämlich 
cosnö  =  C^cos»ö  +  C;,_,co8»-2ö  +  . . ., 


wo  C^,  ^n—%  ^*  ^*  ^*  ^^^  ^^^  ^  abhängen,  und  die  Seihe  so  lange 
fortgesetzt  wird,  bis  keine  positiven  Potenzen  von  cos0  mehr  auf- 
treten. 

Durch  Differentiation  erhalt  man  die  entsprechende  Reihe  f&r 
sin  nd 

(5*)         sin  n  ö  =  sin  ö  [J5„_i  cos«-i  ö  +  J)^_^  cos"-^  ö  +  . . .] . 


Aus  diesen  Ausdrücken  erhält  man 


(6) 


{^  COS  nn  = 
^  sin  n  :7r  = 


so  dass  mithin  ^  cosnn  und  e"  sin n n  ganze  rationale  Functionen  tHtn 
r  und  s  vom  Grade  n  sind. 


§  2,     Form  der  ErUioiekelung  der  StörtmgsfuncHon.  299 

Betrachten  wir  nun  zuerst  das  constante  Glied  in  (2*).    Nach 

Q 

IV  §  9   ist  dasselbe   in  fj    gleich  Null  nnd   in  |   gleich    —  -  a  e . 

Wird  es  mit  A,  A^  oder  A^  mnltiplicirt,   so   bekommt  man  ofiPen- 
bar  nnr  Glieder,  die  durch  r,  $j  «,  v  ausgedrückt  werden  können. 

Lassen  wir  nun  das  constante  Glied  aus,  und  schaffen  wir  die 
negativen  Indices  in  (2*)  weg,  so  können  wir  schreiben 


I  =  a  J  4  |/J7^ -/*.*  )  cos t7, 

17 «  ayi^tf«  v|  [j\'^  +  fu^^  sint  Z, 

wo   wir   statt   /  die   mittlere  Länge    einzuführen   haben   durch   die 

Gleichung  §  1  (18) 

(7)  /  =  A-5r. 

Es  ist  also 


(8) 


|s  <^^—Wu    —•^i.    )(cosi:wcosii  +  sint5r8iniA), 

fl  sa  dy\  —  «*  2  ~  W^i*    +  •'<•    )(— 8ini»cosii+  cosi!;rsin iX) . 

Die  Coefficienten  «^^^  können  nach  den  positiven  Potenzen  von 
e  entwickelt  werden,  imd  es  war  nach  IV  §  9  (9) 


(9) 


,-._(irj,  jfL^JzL  1 


(9*)  y+i  =  V2/     Ji      U/     .       U;  l 

*•  jt  +  l      \  |l-(»  +  2)'*"    l2.(i  +  2)(»  +  3}        •••]• 

Wenn  man  nun  diese  Ausdrücke  in  (8)  einsetzt,  so  findet  man, 
dass  •/,.  und  /«.  mit  cos  1 91;  oder  sint^r  zu  multipliciren  sind, 
und  wenn  man  die  Ausdrücke  (2)  und  (4)  berücksichtigt,  ausserdem 
mit  cos  91  oder  sin  91. 
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Nach  (6)  lassen  sich  ofiPenbar  die  Producte 

•/,.       cos  2^       V       y  cos  TT, 

oder  J^^     sm  t  n  oder  sm  n 

nach  Potenzen  yon  u  nnd  v  entwickebi. 
Ebenso  findet  man  unmittelbar,  dass 

tf*/,.     COS  2  TT     V     y  cos!;r, 

oder  e^J^^     sin  t  ;r  oder   sin  w 

sich  in  dieser  Weise  entwickeln  lassen. 

Es  bleiben  also  nur  diejenigen  Glieder  in  |  und  17  zu  unter- 
suchen, welche  von  folgender  Form  sind: 


(10) 


4  *  1 

(I)  =  ^^  —  ^i.         (cosi;rcosi^  +  sin  i^rsin lA), 
(fj)  ==  a2~*^<«    (""  ^^^  incosiX  +  cosz^nrsin  ii), 


welche  Ausdrücke  statt  |  und  rj  in  (2)  einzusetzen  sind. 

Macht  man  diese  Substitutionen,  so  findet  man  aber,  dass  man 
nur  die  folgenden  beiden  Combinationen  erhält,   nämlich  entweder 

/,.     cos(i  — l)!;r 
oder 

Jt^     sin  (2  —  1)51, 

und  beide  lassen  sich  nach  (6)  als  Potenzreihen  in  r  und  s  dar- 
stellen. 

Hiermit  ist  also  bewiesen,  dass  die  Coordinaten  nach  den 
Potenzen  der  Grössen  u.  v,r,  s  entwickelt  werden  können,  und  also 
auch  nach  den  Potenzen   der  PoiNCAKfii'schen  Memente  ^t  Vf  P?  q- 

Der  hier  gegebene  Beweis  ist  etwas  umständlich  und  könnte 
yielleicht  kürzer  gemacht  werden. 


§  3.    Entwiekehmg  der  StörungsfuncHon, 
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§  3.    Entwickelung  der  Störungsflinction. 

Indem  wir  uns  vorläufig  auf  das  Problem  der  drei  Körper  be- 
schränkten^ hatte  die  Störungsfunction  F  —  unter  Anwendung  von 
jAOOBf sehen  Coordinaten  —  nach  V  §  5  (34)  folgendes  Aussehen: 


(1) 


wo 


(2) 


^  = 


__^ 


+  n7TrT,  +  1 + 


2/»L»    '    2f/L 


+ 


fab 

k>    fTI«  fite 
rca 


/9- 


Die  Coordinaten  des  Körpers  B  in  Bezug  auf  C  als  Anfangspunkt 
sind  q^i  q^j  q^j  und  die  Elemente  der  von  B  beschriebenen,  osculiren- 
den  Ellipse  sind  A^  >t,  |,  tiy  p,  q.  Die  entsprechenden  Grössen 
(Coordinaten  und  Elemente)  für  den  Körper  Äy  auf  ein  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  Anfangspunkt  im  Schwerpunkt  von  C 
und  B  liegt,  wollen  wir  mit  gestrichenen  Buchstaben  bezeichnen. 
Es  ist  dann  nach  V  §  5  (6)  und  (6**) 


(3) 


ga 


9r"  +  g,"+9>*. 


'"  =  (larvwW  +  ^«'  +  ^o*^  +  ^»" + ^»" + ^»"  + 


+ 


2  m, 


m,.  +  mi, 


(?i  ?i'  +  9i  9%  +  9a  9a) » 


••.»  =  iia^J^^^'  +  ?«'  +  ?»^  +  ?>" + ?3'* + ?,'»  - 


2  m« 


m«  +  wift 


(ft  ?i' +  ?2  ?/ +  ?s  ysO 


Nach    dem    vorigen    Paragraphen    können    die    Coordinaten 
nach  Potenzen  von  -4= ,  -^ ,  -^ ,  -4=  i  -^  ^  ii-  »•  w.  entwickelt 

y^^    y^i    v^    YÄ    Vä' 
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werden  und  hieraus  erhält  man  fQr  die  Störungsfonction  eine  Eint- 
Wickelung  von  ähnlicher  Art  Wir  wollen  diese  Entwickelung  bis 
zum  zweiten  Grad  inclusive  der  betreffenden  Grössen  ausführen. 

Diese  Entwickelung  kann  bis  zu  einem  beliebigen  Grad  der  Ex- 
centricität  und  der  Neigung  nach  der  im  Torigen  Paragraphen  aus- 
einandergesetzten Methode  ausgeführt  werden.  Beschränken  wir  uns 
darauf,  die  zweiten  Potenzen  der  fraglichen  Grössen  zu  behalten, 
so  können  wir  beispielsweise  in  folgender  Weise  Torgehen. 

Nach  IV  §  9  (19)  und  (23)  ist 


(4) 


^  ==  ^(costr  —  e)+B  ]/l  —  ^^sinir, 

—  =  J^{coBw  —  e)+B^'^l  —  tf^sinw, 

—  =  Ä^{co9fo^e)+B^yi  —  tf^sini^. 


Die  Ausdrücke  für  A,  B^  Ä^    u.  s.  w.  sind   in  (4)  des  Torigen 
Paragraphen  gegeben. 
Es  wird  also 


—  =  —  -4  tf  +  cos  n  cos  w  —  ]/l  —  e*  sin  nwiw  + 


(5) 


+  P,      (sin  ;r  cos  «?  +  ]/l  —  tf*  co^nAnw)  + 


+  P3(--cos3rcosti?  +  ]/l  —  tf^sinjrsintc), 
—  =  —  J,  tf  +  sin  »  cos  tr  +  yi  —  «*  cos»  sin«?  — 


—  Pj  (sin»  cos«?  +  yi  —  e* cos» sin  11?)  + 


+  Pg  (cos»  cos  w  —  yi  —  tf*  sin»  sinw) , 
—  =  — -4jtf+u(sin»cost^  +  yi  —  e^  cos»  sin  to)  + 
+  t7(—  cos»cost^  +  yi  —c* sin  »sin«?). 


Es  ist  aber 


Ä       tf     =     r    +    Pj    Ä    —     PgT, 

^j  e  =  5  —  Pj  5  +  PjT, 

Ä^e  ^  US  —  vr , 
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und  f&hren  wir  die  Bezeichnnngen 


(6) 


( 


ein,  80  ist 


(7) 


D  =s  coB  n  cos  to  —  yi  —  tf*  sin  TT  sin  ti7 , 


£  a  sin  91  cos  IT  +  yl-^V  cos  »  sin  i^ 


^^ *+Pj*-P,r  +  ^-P,J?  +  P,i), 


vr  —  us  +  uE'-vD, 


so    dass  nur  ttbrig  bleibt,    die  Grössen  D   und  ^  nach  Potenzen 
Ton  r  nnd  «  zu  entwickeln. 

Mit  Hilfe   der  BBSSBL'schen  Integrale   oder  in  anderer  Weise 
erhält  man  nun  bis  znm  zweiten  Orade  in  e 


cos  tu  =5  COS/  +  4-(cos2/—  1)  +  -tf*(oos8/— cosZ), 


2 


sin  fo  =  sin  /  +  —  sin 2/ 


8 


+  i*»(38m3/-8mO, 


Führt  man  hier  die  mittlere  Länge  l  durch  die  Eelation 


k^l  +  n 


ein^  so  bekommen  wir  endlich 


(8) 


2)  aci  cosA,  +  ^r(co82;i— 1)  +  ^«8in2;i  + 

+  I  r*  (cos  91  — cos  A)  —  i  «*  (3  cos  3  A  +  5  cos  X)+ 
+  ^r«(3sin3Ä  +  8inÄ), 

£»sin  A  +  irsin2A  — |«(cos2A  +  1) + 

+  ^r»(3 sin 3A - 6 sinÄ)  -  |5»(sin3Ä  +  sinA) - 
—  ^r«(3cos3A  — cosÄ). 
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Führen  wir  nun  statt  r,  s,  u,  v  die  Elemente  1,  17,  p,  q  nach 
§  1  (16)  ein,  und  ziehen  wir  die  Ausdrücke  §  2  (8)  in  Betracht» 
so  bekommt  man  endlich 

-?^  =  cosA  +  l-|=-(co82A  -  3)  -  4-^Bin2A  + 

+  |^(cob3A  —  cosA)  -  ^-^(8co8  3;L  +  Scosi)  — 
-.i^(3sin3A  +  sinÄ)-.|^8inA-|^C08Ä, 
-«^  =  sinA  +  |-^8in2Ä  +  |-?=(co82A  +  3)  + 

(9)      ]  +i-T-(38m3A-58mi)-|-?J-(8m3i  +  8iiii)  + 


f-7 


P« 


+  |^(3c083A-C08Ä)-^^8mÄ-^^C08i, 

+  1^81112^-1^(3  -  C082A)  + 


np 


vq 


+  ^'J^ (ß  +  coa 2 i.)  -  \^ain2i.. 


Au8  diesen  Ausdrücken  erhält  man  weiter 


(10)    . 


and 


(10*) 


»•*&.  =  ?!*  +  ?»*  +  ?«*  =  «* 


l-2-|=C08i  +  2-|=MnA  + 


+  |^(3-co82A)+  1-^(3 +  C082i)  + 


+     il  sin  2  Ä 


1 


ga 


=  ?i"+?,"+?.''=«'*[l-2-^C08A'+2-^,8inA'-h 


yj'       ■   yz' 

+  i -37(3- cos 2A)+  J-^(3  +  co82A')  + 


r»,o      „-o,x  .    ,  v'* 


+     ^Bin2A' 
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Aas  (9)  leitet  man  den  folgenden  Aosdrack  ftir  q^  q^  +  q^  q%  + 
+  t%  li  »^' 


(11) 


+  -f-.  [icoe(2Ä  -  i-)  -  IcosAI  + 
+  -^ [-  i8in(2Ä  -  A-)  +  IsinA-] 
+  -^[|C08(2A'  -  i)  -  fcoeA]  + 
+  -^  [-  i8in(2r  -  Ä)  +  f  BinA]  + 

+  -Ä  [|C08(3A.  -  A')  -  |C08(A  -  AO  +  ico8(A  +  A*)]  + 
+  ^[_  |co8(3A  -  AO  -  J-co8(A- AO  -  ico8(A  +  A')]  + 


+  ll[_|Bin(3A-A') 


-i8in(A  +  A')]  + 


+  V Cf  <508(8>l'  -  >l)  -  ico8(A  -  A")  +  ico8(A  +  AO]  + 
+  ^[--  |co8(3A'  -  A)  -  |C08(A-A')  -  ^C08{A  +  A')]  + 


+  ^[-|8m(3A'-A) 


-i8in(A  +  A')]  + 


fl' 


+  -r-^[4  -  1C082A  -  |cob2A'  +  ^C082A  -  2A')] 


\AA 


■\--^=W  +  |C08  2A  +  |C08  2A'  +  |co8(2A  -  2A')]  + 


f7' 


yÄÄ 


r-[|8in2A  +  |8in2A'  +  i8in(2A  —  2A')]  + 


.      r  rism2A'  +  |8in2A  +  ^8m(2A'  -  2A)]  + 

+  4-  [i C08(A  +  A')  -  i 008  (A  -  AO] 


,  MMbanlk  dM  Htininals.  L 


20 
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(11) 


«* 


+ -^  [- i  cos  (X  +  AO  -  i  cos  (^  -  >l')] — 

-|^sin{A  +  A')  + 

+  ^[^co8(A  +  AO  _  |co8(A  -  ;i')]  + 

+  -^[-  ico8(A  +  A')  -  ^co8(A  -  ÄO]  - 

+  p^[-  iC08(i  +  AO  +  ico8(i  -  AO]  + 
.     1^ 


=  [|co8(A  +  AO  +  ico8(A  —  A')]  + 


yTÄ 


.[|8m(Ä  +  A')  + j8in(A-r)]  + 


P? 


=-[|8m(;i'  +  ;i)  +  \wa.{X  -  Ä)]. 


Man  hat  nun  die  Ausdrücke  (10)  and  (11)  in  (3)  und  (1)  ein- 
zusetzen. Es  ergiebt  sich  dabei,  dass  die  Entwickelang  der 
Störangsfonction  sich  sehr  omständlich  gestaltet,  vseim  man  meht 

gUichzeiHg    mit    der    üntwickebingf    nach     den    Potenzen    von 


VA 


-j=  XL  8.  w.  auch  eine  Entwickelung  nach  den  Potenzen  der,  als  klein 

angenommenen,  Massen  m^  und  m^  vornimmt.  Dies  ist  ein  Nachtheil, 
der  bei  der  Anwendung  Ton  JACOBi'schen  Coordinaten  eintritt»  und 
der  bei  gewöhnlichen  relativen  Coordinaten,  ebensowohl  wie  bei  cano- 
nischen  relativen  Coordinaten,  yermieden  werden  kann.  Obgleich 
dieser  Umstand,  vom  theoretischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  unter 
Umständen  als  ein  erheblicher  Mangel  der  JACOBi'schen  Coordi- 
naten betrachtet  werden  könnte,  so  ist  indessen  zu  bemerken: 
erstens,  dass  es  keine  mathematischen  Schwierigkeiten  darbietet^  auch 
unter  Anwendung  von  jACOBi'schen  Coordinaten  eine  Entwickelung 
nach  den  Potenzen  der  Massen  zu  vermeiden,  da  es  sich  hier  wesent- 
lich nur  um  eine  Bequemlichkeitsfrage  handelt,  und  zweitens,  dass  für 
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Mtarunffstkearetische  Untersucbimgen,  bei  denen  so  wie  so  eine  Eni- 
Wickelung  nach  den  Potenzen  der  Massen  geschieht^  der  bemerkte 
Uebelstand  dieser  Coordinaten  Ton  keiner  Bedentang  ist 

Indem  wir  also  in  dem  Ansdmck  für  die  Stömngsfimction  alle 
GHieder  Ton  höherem  Orade  als  dem  zweiten  in  Bezug  auf  die 
Massen  Temachlässigen,  so  können  wir  setzen: 

(12)  ^ 

und  also 

=  7 ^  hT-  iSi9i  +  ?2  9%  +  ?8  fsO- 

Der  Ausdruck  f&r  die  Störungsfunction  wird  somit  bis  zu 
Gliedern  von  der  zweiten  Ordnung  (incl.)  in  Bezug  auf  die  Massen: 


(13) 


7«    ^ 


2/»L«     '    2/tf'L' 
k^  m.  Uli        Ä*  f»a  tn^  f         ,   .  f    .  /* 


Die  Hauptschwierigkeit  liegt  in  der  Entwickelung  Ton 
r^^ ,  fftr  welche  Grösse  wir  den  Ausdruck  (12)  zu  benutzen  haben. 

Wir  unterscheiden  nun  in  r*^^  zwei  Theile  A^^  und  f,  von 
denen  A^*  diejenigen  Glieder  enthält,  welche  vom  nullten  Grade 
in   ^,  17  u.  s.  w.  sind,  f  alle  abrigen.    Es  ist  dann 

(14)  Jo'  =  a*  +  a'*  -  2a a  cos  (Ä  -  X), 
und 

(15)  r\,  =  J„»  +  f, 
also 

20* 
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Die  Bedingungen  ftlr  die  Gonvei^nz  dieser  Entwickelang  werden 
wir  in  einem  der  folgenden  AbBchnittenntersnchen.  Man  bekommt  nan 


(17) 


t 


+  — Jr— [- a«  am  A  + 1  a  a' sin  A' -  i  a  a  Mii  (2 A  -  A')] + 

+ -=1^  [ö'»  cos  A' —  |aa'co8A+  Jaa'co8(2A'  — A)] + 

+  — 1^— [- a'« sin  A' + 1  a  a' sin  A  -  ^  «  a' sin  (2 A' -  A)] + 

+  -^yl—ia*  +  ^aa'  C0B{}i  +  if)  —  J.oa'co8(A  — A*) + 
+  ia*co82A  +  f  aa'cos(8A  — A*)] + 

+  -^[-  ^a*  -  \aa' (Mb{X  +  X)  -  J  aa'co8(A  -  A')  - 

-  ^a*co82A  —  |ao'co8(3A  — A*)] + 

+  ^^[_  loa' sin (A  +  AO  -  |a»8in2A - 

-  |aa' sin  (3A-A')]  + 

+  :^tl-  l«"  +  iaa'co8(A  +  iTj  -  |aa'cos(A  -  X)  + 

+  Jta'*cos2A'  +  |aa'co8(3A'-A)]  + 

+  -^d-  4«'*  -  iaa'co8(A  +  AO  -  ^  aa'c08(A  —  XTi  — 

-  |a'«co82A'  -  |aa'cos(3A'  -  A)]  + 

+ -J^[- iaa'8in(A  +  AO  -  ia'»sin2A')  - 

-faa8m(3Ä'-A)]  + 

+  -— 14=^— [f  aa'  — f  aa'co82Ä  — |aa'co82;L'  -|- 


(17) 
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nv 


+  ,-^:^^.— [|aa' +  iaa'co82i  +  |aa'co82A' + 
+  ^aa  cos(2A-  2^01  + 


W 


+    r—-      [iflg8in2A  +  iaa^Bin2y  + 


ri7 


+  -7..?.4 — [iaö'8in2A'  +  *aa'8in2Ä  + 
+  iad'8in(2r-.2A)]  + 


P' 


+  3^[iöa  C08(A  +  AO  -  iaa  C08(Ä  -  i')]  + 


^* 


+  -^  [-  Jaa' C08(A  +  Ä')  -  ^aa  C08(Ä  -  A')]  + 


P? 


+  -^A-\ad^{X  +  X)'\  + 


AÄ 


+  2^r[iöö'co8(A  +  Ä')  -  |aa'co8(Ä- A')]  + 
+  ^^jw[—  iöÄ'co8(A  +  Ä')  -  \aa^ cob{X  -  A')]  + 

+  y^^^3  [-  iaa  c()8(A  +  Ä')  +  iaa'008(A  -  Ä')]  + 
+    J^[\aa' C0B{X  +  l-)  +  \aacOB{X  -  l')]  + 
+  ^=57  [iaa' 8m(A  +  A^)  +  iaa'8m(A  -  A^]  + 
+  ^;^—  [iaa'8in(A'  +  A)  +  ^aa' 8m (A'  -  A)]. 


Die  Entwickelung  Ton  r.^  wird  dadurch  charakterisirt,  dass 
die  Coe£Gcienten  in  der  Entwickelung  dieser  Grösse  nach  den 
Potenzen  Ton  ^,  rj  n.  s.  w.  ganze  rationale  Functionen  von  1 :  J^ 
werden.     In  der  Elntwickelang  der  übrigen  Glieder  der  Störongs- 
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fanction  tritt  aber  diese  Grösse  J^  i^i^ht  au£  Es  ist  aus  diesem 
Grunde,  der  Uebersichtlichkeit  wegen,  geeignet»  die  Störungsfunction 
in  zwei  Theile  zu  trennen:  den  sog.  principalen  Theä  F^ 


(IS*) 


und  den  completnerUären  Theü  F. 


2 


(18**)      Ä  =     ^     -I ^ 

so  dass 

(18)  F^F^  +  F^, 

und  man  erhält 


(19) 


+  I — ^{a*C08  A  -  I  aa'cosr  +  |aa' cos (2A  -  X)]  + 

+  1? — ^{-a«sini+  |aa'8inA'-|oo'8m(2i-A')}  + 
+  l*-^^ {a'*co8r  -  faa' cosi  +  |a«' cos (2 A'- A^  + 
+  fl' -^^ {- a'« sin  A' + 1 a  a  sin  i  - ^  aa' sin (2 i' -  A)}+ 

+  |»3-{^[-|a»  +  iaa'co8(A  +  r)-|aa'oos(A-i')+ 

+  ia*C082A  +  |aa'co8(3Jl  —  il')]  + 

+  -i-J|o*+ y  o»a'»-*a»a' C08(X+Ä')-  *a»o'co8(Ä-A')  + 

+  |a*C08  2;i-faV»C082A  +  fJa»a'»c08  2A'  — 
-|o»a'»co8(2Ä-2A')  +  |aVco8(3A-A')  + 

+  iV  «'a'*  cos  (4  A  -  2  Ä')]l  + 
+  17*  j-j^,  [-fa»-|aa' cos (Ä  +  ;i')-|aa'c08(A  — A')_ 


—  |a*C082A  -|aa' cos (8)1—  i^]  + 
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+  ^[|a*+V  a»a'«+faV 008(^+^0- |a«a'co8(A-A')  + 

+  |a»a»C082;i-|a*C082i-fJa«a»C0B2Ä'- 

-  |a»a'» C08  (2  A  -  2  AO  -  f  a»a'co8(8  A  -  AO  - 

-tV«*«*co8(4A-2A')])  + 

+  |i?-^[^,[-iaa'8m(A  + AO  -|a»8m2A- 

-faa'8m(3A-A')]  + 
+  -i-,[|a»Ä'Biii(A  +  AO  -  ia*8iii2A  +  f  a*a'»8m2A  - 

-  V  a*«'*8m2A'  -  f  a»o'8m(8A  -  i^  - 
-|a*a'«8m(4A-2Ä')])  + 

+  V  i  {^.[- 1«"  +  iao'co8(A  +  AO -  iaa'co8(Ä -  ^0  + 
(19)        1  +|a'«C0B2Ä'  +  |oa'c08(8r-;i)]  + 

+  JL  [|a'«+  y  a«a'«-  *oa'«co8(A  +  AO-lao'^cosCA-  A^  + 

+  |a'*cos2A'  -  |a»a'*C082A'  +  fj  a»  a'»  cos  2  A  - 

-  f  o»a'"cos(2A'  -  2A)  +  laa" cob(3A'  -  A)  + 

+  ^  a*a'*  cos  (4A'  -  2A)]}  + 

+  fl'»  ^.  [jil-  la'*-iaa' C08(A  +  AO  -  ^ao' C08(A  -  A^ - 

-  ia'*C082A'  -  |oa' C08(3A'  -  A)]  + 
+  -ij[|a'*+  VaV»+iao'*co8(A+A')-  Jaa'»C08(A-,  A*)- 

-  I  a'*  C08  2  A'  +  I  a*  «'»  cos  2  A'  -  fj  a»  a'»  cos  2  A  - 

-  |a*a'«C08(2A'  -  2A)  -  |aa'» cos (3A'  -  A)  - 

-  tVo»o'» cos (4 A'  -  2A)]l  + 
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+  ¥v'j;,{j^[-  \aa'fdn{i.  +  1")-  \a'*mx2X'  - 

-  iaa' mi{3X'  -i.)]  + 

+  4f  [*««'*  8ü»(^  +  ^0  -  |a'*  8in2r  +  *a*a'»8in2  A' 
-  V  a*a  *8in2Ä  -  |aa'»8m(3A'  -  Ä)  - 

VäA'  \a»  LT  t  t  ^ 


(19) 


+  |aa'coB(2A  — 2^0]  + 


+  -^[-  \aa'^  -  f  a»a'  +  V  a*a'*C08(Ä  +  Ä')  + 

+  V  a*a'*C08(Ä  -  Ä')  -  fa'a  C082Ä  +  |aa'«co8  2i  — 

-  faa'» C082Ä'  +  |a«a  cob2A'  +  |aa»  C08(2Ä  -  2^0  + 
+  |a»a  C08(2A  -  2^0  -  f  a«a'« cos (3Ä  -  A^  - 

-  f  a*a'*C08(3A'  -  Ä)  +  |a»a'»C08(3A-3A')]}  + 

+  :^J=.  {-^  [faa'  +  |aa'co8  2Ä+|aa'coe2A'  + 

+  iaa'cos(2Ä-  2Ä')] + 
+  -^[-  *ö*«  -  f  ««''  -  V  «*«  *C08(Ä  +  A')  + 

+  V  a*a'»C08(A  -  X)  +  f  «•a'cos2A  -  f  aa'»co82A  + 
+  f  aa'*co82Ä'-|a«a'co82;L'  +  |a«a'co8(2Ä-2A')  -f 
+  |aa'» cos (2Ä  -  2Ä')  +  f  a*a'*C08(3Ä  -  X)  + 

+  f  a»/i'« cos (3 A'  -  A)  + 1 a« a« cos (3Ä - 3^0]}  + 

+  ^aa'8in(2Ä-2Ä')]  + 
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(19) 


+  -^r  [-  V  a*a*äii(X  +  X')  -  y  a* a'»8in{A  -  A')  + 
4» 

+  |o*a' 8m2A  -  |oa'* 8in2A  +  iaa'* sin  2A' - 

-  Ja«a'8in2A'+|a»a'Bm(2A-2A')+Jaa''8in{2A-2A')+ 

+  f  a«a'» sin (3A  -  X')  +  |o>a'« sin (3 A'  -  A)  + 
+  |a»a'"8m{3A-3A')])  + 

+ -^  |—[*aa' am2A  +  loa  sm2A' + 

+  |aa'8in(2A'-2A)]  + 

+  ~  [-  V  a*<i'*8m(A  +  AO  -  V  a*a'*8in(A'  -  A)  + 
+  |ao'» 8m2A' -  |o»a' sin 2A' +  |a»o' 8in2A - 

-  |ao'«8in2A  +  |aa'»8m(2A'  -  2A)  + 

+  |a»a'8m(2A'  -  2A)  +  |a»a'»8in{3A'  -  A)  + 
+  |a»a'«8in(3A  -1')  +  | a»a'» sin  (3 A'  -  3A)]J  + 

+  pi-L^{:^aa'co9{k  +  A')  —  \aa'<m{l  —  A"^  + 

+  p'»TTX'li««'co8(A  +  A)  -  ^aa'coBß  -  X')]  + 
+  ^*j^,{-  Jaa'co8{A  +  A')-laa'co8(A-A'^  + 

+  pp' i=y{- |aa' co8(A  +  A')  +  |aa'co8(A  —  A')}  + 

+  qq  ^^^\laa' coa(X  +  X')  +  iaa' C08(A  -  X')]  + 

+  pj'— ^{iaa' sin (A  +  A')  +  iaa'8in(A  -  A')j  + 
+  p'q^^\^,\\aa  8m(A  +  A')  -  ^aa' sin (A  -  AO} 
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(20) 


^,= 


K>  9fi^  vn,    ,   K>  tn^^  fii, 


2a 


+  -2t^  +  «."»» -^r {-  «>"(* -  iO  + 


+  -^[-2co8(2A-A')]  + 

+  ^  [2  dn  (2^-^03  + 

+  -^  ricosX  -  ^co8(2A'  -  X)]  + 

+  -^-  [-  |8iiii  +  i8m{2i'  -  A)]  + 

+  ^[-  \cob{X  +  X')  +  \00B{X  —  iT)  -  y  coa{iX-X')]  + 

+  -^[i  C08(A  +  >l')  +  i  co8(i  -  iO  +  V  C08  (3X  -  iO]  + 


+  -^[i8in(A  +  A') 


+  y  sin  (3  il  -  AO] + 


+ -2!- [— i  cos  (A  +  ÄO  +  i  cos  (A  -  A')  - 1  cos  (3  A' -  A)] + 
+  -^ Ei  C08 (^  +  ^10  +  i  co8(A  -  A')  +  i  co8(3A'  —  A)]  + 


+  V-  [i  sin  {X  +  X') 


+  |sin(3Ä'-i,)]  + 


fr 


=  [3  cos  2X  —  cos  (2A  —  2^0]  + 


=  [-  3  cos  2A  -  cos {2X  -2X')]  + 


yAÄ 
+  -j£=j  [-  3  sin  2Ä  -  sin  (2A  -  2X')\  + 


=  [-  3  sin  2A  -  sin  (2r  -  2Ä)]  + 


+  ^'  [_  ^  COS  (A  +  AO  +  i  cos  (A  -  A')]  + 
+  -T[ico8(A  +  A')  +  ico8(A  -  AO]  + 


PI 


+  ^[isin(A  +  A')]  + 
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(20) 


+  ^  [-  iC08(Ä  +  X)  +  ^C08  (Ä  -  X)]  + 
+  J[iC08(A  +  X')  +  lC08(X  -  A')]  + 


/  _» 


J»  ? 


+  ^[i8in(Ä  +  A')]  + 


PJ> 


+  -^,  [i co8(A  +  i')  -  i  cos {X  -  X)1  + 

+  7^  [-  iC08(i  +  i')  -  iC08(X  -  i-)]  + 

+  r^^^  [-  i8m(i  +  A')  -  i8m(A  -  A')]  + 
+  -^[-  ^8m(i'  +  A)  -  i8in(X'  -  A)]) . 

Die  obige  Entwickelang  der  Störungsfiinction  bis  zu  den 
Gliedern  zweiten  Grades  in  |,  17,  p,  q,  ^  u.  s.  w.  ist  von  den 
Herren  G.  NonfiN  und  J.  A.  WaIiLbkbq  ausgeführt  worden.^ 

In  den  obigen  Ausdrücken  sind  die  halben  grossen  Achsen  a 
und  a'  der  osculirenden  Ellipsen  in  die  Coefficienten  eingeführt 
statt  der  canonischen  Elemente  A  und  A\    Man  hat  nun 


(21) 


a  = 


a  s 


A^ 


i'i 


r 


§  4.    Principien  der  Störungstheorie. 

Die  Differentialgleichungen  fOr  die  canonischen  Elemente  lauten : 


(1) 


dA          dF 
dt    ~     dl    ' 

dl              dF 

dt    ~        dA 

df          dF 

dt     ^      dri    ' 

dti             dF 

dt  ~         öl 

dp           dF 
dt    "     dq    ' 

dq  _  dF 
dt  ^         dp 

dA'         dF 

dl'              dF 

dt 


dl'   '         dt 
u.  s.  w., 


dA' 


^  Meddelanden  Mn  LondB  Observatorium.    Nr.  10. 
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und  nach  den  Auseinandersetzungen  der  vorigen  Paragraphen  kann 
man  die  Störungsfonction  F  in  folgender  Form  schreiben: 

(n -24'.ru)'fe)Wte)W(*r(^r(Ä' 


wo  die  ganzen  Zahlen  i,  J,  A,  /,  i',  /,  K  und  /'  die  Werthe 
Oj  1,  2,  . . .,  cx)  annehmen.  Die  Goefficienten  A  sind  von  A,  l, 
Ä  und  X  abhängig. 

Die  strenge  Integration  dieser  Differentialgleichungen  ist  bis 
jetzt  nicht  gelungen,  trotz  den  fortgesetzten  Bemühungen  der 
grössten  Mathematiker  der  letzten  150  Jahre.  Man  weiss  nicht,  ob 
die  Schwankungen  der  halben  grossen  Achsen  der  osculirenden 
Ellipsen  für  alle  Zeiten  innerhalb  endlicher  Grenzen  bleiben,  und 
es  ist  auch  nicht  bekannt,  wie  weit  die  Elemente  |,  i;,  p^  q^  ^ 
u.  s.  w.  sich  von  den  kleinen  Werthen,  welche  dieselben  jetzt  in 
unserem  Planetensystem  besitzen,  mit  der  Zeit  entfernen  können. 
Der  sog.  Stabilitätsbeweis  von  Laplace,  auf  den  wir.  unten  zurück- 
kommen wollen,  versagt  in  Bezug  auf  den  strengen  Nachweis,  dass 
die  Schwankungen  von  A  und  Ä  immer  klein  bleiben  müssen,  und 
sagt  nur  aus  —  was  zwar  einen  höchst  wichtigen  Beitrag  zu  der 
Stabilitätsfrage  enthält  —  dass,  wenn  die  Schwankungen  von  A  und 
Ä  klein  sind,  dies  auch  mit  |,  ^   u.  s.  w.  der  Fall  sein  muss. 

Obgleich  es  also  bis  jetzt  nicht  gelungen  ist,  die  grossen 
Bätsei  des  Problems  der  drei  Körper  zu  entziffern,  so  liegt  die 
Sache  ganz  anders,  wenn  es  sich  nur  darum  handelt,  die  Bahnen 
von  drei  oder  mehreren  Eörpem,  welche  sich  nach  dem  Nbwton'- 
schen  Gesetz  anziehen,  für  eine  beschränkte  Zeit  zu  untersuchen. 
Wie  die  Massen  und  die  Anfangsbedingungen  auch  beschaffen  sein 
mögen,  lassen  sich  dann  die  Werthe  der  Elemente,  beispielsweise 
durch  sog.  mechanische  Quadratur^  beliebig  genau  berechnen.  Wenn, 
im  Besonderen,  eine  von  den  Massen  sehr  gross  ist  im  Verhältniss 
zu  den  übrigen,  wie  es  in  dem  Planetensystem  der  Fall  ist,  so 
kann  diese  Berechnung  mit  analytischen  Methoden  ausgeführt  werden, 
und  zwar  lassen  sich  mit  verhältnissmässig  kleiner  Mühe  allge- 
meine Ausdrücke  für  die  Elemente  (oder  die  Coordinaten)  ableiten, 
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welche  für  Hunderte  oder  gar  Tausende  von  Jahren  die  wahren 
Bahnen  der  Körper  mit  genügender  Genauigkeit  wiedergeben. 

Die  Methode,  welche  man  zu  diesem  Zweck  seit  der  Mitte  des 
18^  Jahrhunderts  am  häufigsten  angewandt  hat»  wird  mit  dem 
Namen  der  Storungsthearie  bezeichnet 

Betrachten  wir  die  Form  §  3  (13)  für  die  St5rungsfunction, 
welche  wir  folgendermaassen 


(2) 


■mp  K    ffift  fit«   ^.       K    Wl,  V%t     _i 


schreiben  können,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Massen  m^  und  m^ 
sehr  klein  sind  im  Yerhältniss  zu  der  Masse  m^,  so  findet  man, 
dass  die  beiden  letzten  Glieder  in  diesem  Ausdruck  mit  dem  Product 
der  kleinen  Massen  m^  und  m^  multiplicirt  sind,  was  man  kurz 
90  ausdrückt,  dass  diese  Glieder  Ton  der  zweiimi  Ordnung  (in  Bezug 
auf  die  Massen)  sind.  Die  beiden  ersten  Glieder  in  Fy  welche  wir 
mit  F^  bezeichnen  wollen,  so  dass 

sind  dagegen  offenbar  nur  von  der*  ersten  Ordnung. 

In  den  partiellen  Ableitungen  von  F,  welche  in  (1)  vorkommen^ 
geht  F^  nur  in  den  Differentialquotienten  nach  A  und  A  ein  (man 

hat  il  »  ßY^f  A!  =  ß"^a'),  welche  die  Differentiale  der  mittleren 
Längen  l  und  A'  geben. 

Sehen  wir  nun  yoiläufig  yon  den  Elementen  A  und  l,  Ä  und 
X'  hh,  und  fbhren  die  Bezeichungen 


(4) 


t^Vßii),    fj^Vßif}). 

r«  V?{^)     ^.  B.  w. 


ein,  80  erhalten  wir  statt  (1)  die  Differentialgleichungen 
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f          f,  d(,S)          dF 

P  dt   -  a(,)  ' 

R  <*(■?)    _ 
P    dt     =- 

dF 

(5) 

o  d(p)         dF 
P     dt     ^    d(,q)  ' 

P    dt 

dF 

(fdin          dF 
l          P     dt    ~  d(i^') 

Q.    8.   W. 

Wird  noch 

(4*) 


A  =  ß{A),      Ä^ß^iA) 


gesetzt^  80  nimmt  F  nach  (1*)  folgende  Form  an: 


^  \^/(Ä)]  ly(Z)j 


wo  in  (1*)  überall  {A),  {|),  {rj)  u,  8,  w.  statt  A,  ^,  tj  xl.  b,  w.  ge- 
schrieben wird. 

Hieraus  folgt,  dass  sämmtliche  partiellen  Ableitungen,  welche 
in  (5)  vorkommen,  mit  dem  Product  der  kleinen  Massen  tn^  und 
m^  multiplicirt  sind. 

Nun  ist  aber  genähert  nach  §  3  (2) 


(6) 


so  dass  die  Ausdrücke  für  die  Differentialquotienten  Ton  (1),  {fj), 
(p)  und  {q)  mit  der  „störenden^^  Masse  m^  multiplicirt  erscheinen, 
und  die  Differentialquotienten  der  Elemente  {^)  u.  s.  w.  mit  der 
Masse  tti^.  Da  nun  diese  Massen  als  sehr  klein  angenommen  werden, 
so  folgt  hieraus,  dass  die  Lifferentialquotienten  der  Elemente  (|),  (tj) 
u,  s.  w.  klein  sind. 

Auf  dieser  Eigenschaft  ist  nun  die  StÖrungsikeorie  aufgebaut 
Wenn  die  Differentialquotienten  klein  sind,  so  sind  auch,  wenigstens 
für  kürzere  Zeit,  die  Veränderungen  der  Elemente  klein,  und  man 
kann  in  der  ersten  Annäherung  für  (|),  [rj)  u.  s.  w.  in  der  rechten 
Seite  von  (5)  constante  Werthe  fär  dieselben  annehmen.  Durch  die 
Integration    der    so    erhaltenen    Gleichungen,     welche    nun   keine 
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Schwierigkeiten  darbietet,  erh&lt  man  die  Störungen  erster  Ordnunff, 
und  wird  diese  Annähenmgsmethode  fortgesetzt^  so  entsteht  eine 
Bntioiekehsng  nach  den  Potenzen  der  Massen,  Neuere  Untersuchungen 
haben  zwar  gezeigt,  dass  diese  Beihenentwickelungen  nicht  unbe- 
dingt conyergent  sind.^  Sowohl  die  Theorie  wie  die  Erfahrung 
haben  indessen  dargethan,  dass  die  Seihen  f&r  endliche  Zeiten  con« 
Te^iren  und  zu  numerischen  Berechnungen  brauchbar  sind. 

In  Bezug  auf  die  Differentialgleichungen  für  {J)  und  {Ä)  gelten 
die  obigen  Auseinandersetzungen  unverändert;  so  dass  man,  wenig- 
stens wenn  die  Störungen  der  ersten  Ordnung  allein  berücksichtigt 
werden,  annehmen  kann,  dass 


(7) 


wo  (Jg)  und  (A^)  zwei  constante  Wei*the  bezeichnen  und  S  Ay  8A' 
klein  sind. 

Betrachten  wir  nun  endlich  die  Differentialgleichungen  f&r  die 
mittlere  Länge, 

dX    _       aF 


(8) 


ß 


dt 


^  dX' ÖF 

^   dt    ^      d(A'y 


80  brauchen  wir  in  F  nur  diejenigen  Glieder,   welche  von  F^  her- 
rühren, zu  betrachten.    Es  ist  nun  nach  (3) 


(8*) 

und  also  hat  man 


(9) 


k^  tni,  nie    I    ^'  *"«  ^i 


2  (-4) 


/5^-= 


dl         i'  wit  fite 


dt 
dX' 


?^- 


dt 


{Ay 


^  Der  Beweis  hierfür  wird  im  zweiten  Theil  dieser  Vorlesungen  gegeben. 
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oder,  wenn  man  die  Relationen  (6)  berücksichtigt, 


(10) 


dl 
'dt 

dl' 
~dt 


uYm 


m« 


Setzt  man  hier  die  Werthe  (7)  ein,  und  entwickelt  nach  den 
kleinen  Ghrössen  SA  und  dA^  so  wird 


(11) 


Setzt  man 


(12) 


dl 
~dT 

dl' 
Tt 


(Ar 


_g   kYm, 


nn  = 


n^  = 


_    fcVm, 


(Ar 


d^' 


(^o)»         (AO 


wo  n^  und  n^'  also  constante  Grössen  bezeichnen,  so  bekommt  man 
aus  (11)  nach  der  Integration 


(18) 


^  =  «0  (' +ro)  -^'^of-^jT-  ^*> 


9ä' 


X'^n,'{t+Y,')-Sn,f-^dt, 


WO  Yq  und  Yq  Integrationsconstanten  bezeichnen,  und  man  findet 
hieraus,  dass  die  Differenzen  A  —  »»^(^  +  y^)  und  X'  —  »»^'(f  +  y^') 
mit  der  ersten  Potenz  der  Massen  multiplicirt  sind  und  demnach, 
nach  der  Terminologie  der  Störungstheorie,  kleine  Grössen  van  der 
ersten  Ordnung  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Differenzen  mit  3X 
und  8X\ 

Die  Integrationsmethode   in   der  Störungstheorie  ist   nun    die 
folgende. 
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E^  bedeute  S  irgend  eines  von  den  Elementen,  wobei  wir  3X 
und  dX'  statt  X  und  X'  als  Elemente  benutzen,  dann  hat  man  für 
dieses  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

-jy  =  f(A,  X,  I,  fl,  p,  q\  Ä,  X',  f ,  f]',  p',  q'). 

Von  der  Function  f  wissen  wir  nach  IV  §  8,  dass  sie  in  X 
und  X'  periodisch  ist,  und  wir  können  also  schreiben: 

(14)  -^  ^-^B^*"'^ cos{iX  +  { X  +  D^'''^). 

Für  jedes  Element  besteht  eine  Gleichung  von  dieser  Form. 
Die  rechte  Seite  von  (14)  ist  immer  mit  einer  kleinen  Masse  multi- 
plicirt  und  also  klein.  Um  die  Störungen  der  ersten  Ordnung  zu 
erhalten,  setzen  wir  nun  in  der  rechten  Seite  von  (14) 


(15) 


mid  für  die  übrigen  Elemente  A^  |,  rj  u.  s.  w.  werden  constante 
Werthe  ^,  |o'  ^o  ^-  ®-  ^*  gesetzt    Die  Gleichung  (14)  geht  dann  in 

(16)  w  =  S^^'^cosca«  +  ;•  V  +  i>V') 

über,  wo  B^'  und  B^  von  der  Zeit  unabhängige  Werthe  haben. 
Die  Gleichung  (16)  kann  man  dann  unmittelbar  integriren.  Sehen 
wir  von  der  Convergenzfrage  ab,  welche  in  einem  der  folgenden 
Abschnitte  näher  untersucht  wird,  so  erhalten  wir 

+  Ct 

wo  C  dasjenige  Glied  in  (16)  bedeutet,  für  welches  i  =  i'  =  0  ist, 
and  Eq  die  Integrationsconstante  bezeichnet 

Chabuxb,  MechBiük  des  HimmeLi.  I.  21 


322  Störtmgsthearie. 


Die  Elementenwerthe  Aq,  y^,  |o  u.  s.  w.  werden  gewöhnlich  so 
gewählt,  dass  sie  für  eine  bestimmte  Zeit  —  die  sog.  Epoche 
—  ein  osctdirendes  Elementensystem  bilden.  Die  Integrations- 
constante  JB^  wird  in  dem  Falle  so  bestimmt,  dass  der  aus  (17) 
hervorgehende  Werth  von  £  für  die  Epoche  gleich  dem  ange- 
nommenen Werth  des  oscolirenden  Momentes  wird. 

Der  Ausdruck  (17)  fitr  ein  Element  besteht  aus  zwei  qualitativ 
verschiedenen  Theilen: 

1)  das   Glied  Ct,    das  man    die    secularen  Störungen   des 
Elementes  nennt; 

2)  die  Glieder  2  -= — .  v    ^  sin  (« ^  +  «^  V  +  ■^)>  welche  perio- 
dische  Störungen  genannt  werden. 

Die  secularen  Störungen  —  insofern  man  sie  durch  die 
Störungen  der  ersten  Ordnung  erhält  —  wachsen  mit  der  Zeit  über 
aUe  Grenzen.  Es  ist  indessen  zu  bemerken,  dass  C  mit  der 
störenden  Masse  multiplicirt  ist  und  also  eine  sehr  kleine  Zahl  ist, 
80  das  der  Zuwachs  der  Elemente  auf  Grund  dieser  Glieder  sehr 
langsam  vor  sich  geht  Werden  die  Glieder  höherer  Ordnung  in 
Betracht  gezogen,  so  zeigt  es  sich,  obgleich  die  mathematische 
Behandlung  des  Problems  nicht  einwurfsfrei  ist,  dass  die  secularen 
Glieder  thatsächlich  nicht  unbegrenzt  wachsen,  sondern  periodischen 
Schwankungen,  von  verhältnissmässig  grosser  AmpUtude  und  sehr 
langer  Periode,  unterliegen.  Wir  werden  diese  Frage  im  n&chsten 
Abschnitt  ausführlich  untersuchen. 

Die  periodischen  Störungen  erster  Ordnung  sind  durch  die  Reihe 

gegeben,  wo  die  Werthe  i  =»{  =  0  auszuschliessen  sind. 

Folgende  Eigenschaften  dieser  Reihe  verdienen  besonders   her- 
vorgehoben zu  werden. 

1)  Wenn  die  Summe 


2^ 


ßii,f) 


ifio  +  t'fio' 


§  4,     Principien  der  St&rungstheorie.  828 


endlich  ist^  so  können  die  periodischen  Störungen  eine  endliche 
obere  Grenze  nicht  überschreiten; 

2)  Jedes  Glied  in  (18)  ist  periodisch  und  nimmt  nach  einer 
bestimmten  Zeit  wieder  seinen  ursprOnglichen  Werth  an,  wenn  nicht 

8]  in^  +  {Hq  tssO,  d.  h.  die  mittleren  osculirenden  Bewegungen 
der  beiden  Planeten  commensurabel  sind.  Kin  solcher  Fall  ist 
zwar  nicht  f&r  zwei  Planeten  bekannt^  dagegen  kommt  er  im 
System  der  Jupitersatelliten  vor,  wo  die  mittleren  Bewegungen  yon 
drei  Satelliten  commensurabel  sind,  und,  wie  Laplace  gezeigt  hat, 
aach  immer  commensurabel  bleiben.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  muss 
die  Di£Ferentialgleichung  (14)  in  anderer  Weise  behandelt  werden, 
als  oben  geschehen  ist; 

4)  Bei  beliebigen  Werthen  fbr  n^  und  it^',  -die  nic/U  commen- 
surabel sind,  können  die  Zahlen  t  und  t"  immer  so  gewählt  werden, 
dass  t  Hq  +  i'  n^  beliebig  klein  wird.  Die  Glieder,  welche  diesen 
Werthen  von  t  und  i'  entsprechen,  könn^i  unter  Umständen  eine 
beträchtliche  Grösse  erreichen.  Solche  sog.  kUine  Divisoren  spielen 
in  der  Störungstheorie  eine  wichtige  Bolle,  und  verursachen,  sowohl 
Tom  theoretischen  wie  vom  praktischen  Gesichtspunkte,  die  grössten 
Schwierigkeiten  bei  der  Untersuchung  der  Bewegungen  der  Planeten. 

Die  Bedeutung  dieser  Glieder  wurde  zuerst  von  LapiiAGE  ent- 
deckt, der  durch  sie  eine  durch  die  Beobachtungen  erwiesene 
Ungleichheit  in  der  Bewegung  von  Jupiter  und  Saturn  theoretisch 
erklärte. 

Beispiel  1.  Die  täglidie  mitüeie  Bewegung  fi«  ftkr  Jupiter  ist  299'M 
und  für  Satom  n^'  «  120".5.    Hieraus  findet  mau,  dass 

2»o-6<  =  -'*"-3, 

80  dtts  dieser  kleine  Divisor  70  mal  kleiner  als  die  mittlere  Bewegung  von 
Jupiter  ist  und  28  mal  kleiner  als  die  mittlere  Bewegung  von  Saturn.  Das 
entsprechende  Glied  in  (18)  wird  hierdurch  bei  Jupiter  70 mal,  bei  Saturn 
28  mal  „veigrössert''.  'Nach  (18)  werden  fClr  die  mitü&re  Länge  Moei  Inkgrationen 
nothwendig)  und  bei  der  zweiten  Integration  tritt  der  betreffende  kleine 
Divisor  nochmals  im  Nenner  auf.  Das  so  entstandene  Olied  wird  gewöhnlich 
die  grosse    Ungleichheit  in  der  Bewegung   yon  Jupiter   und  Saturn   genannt 

Ihre  Periode  ist  —y-^  »  860  Jahre. 

4   .«5 

21* 
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Beispiel  2.  Der  kleine  Planet  ®  Thetis  hat  eine  mittlere  Bewegpang  n, 
von  912'^8.  Betrachtet  man  die  Störungen  dieses  Planeten  von  Jupiter 
(n'  =  299'M),  so  findet  man,  dass 

»»0  —  3t^'  ■■  15".5 , 

so  dass  dieser  kleine  Divisor  59  mal  kleiner  als  n^  ist  Das  entsprechende 
Glied  in  (18)  wird  demnach  59  mal  vergrdssert,  und  in  der  mittleren  LSnge 
durch  die  doppelte  Integration  3480  fach  vergrossert  Hierdurch  entsteht  in 
der  mittleren  Länge  eine  Störung,  die  sich  zu  dem  ungewöhnlich  hohen  Betrag 
von  4^85'  heläuft.    Die  Periode  betragt  240  Jahre. 


§  5.    CoefRcienten  von  Lapuge. 

Die  Störungsfunction  ist  eine  periodische  Fanction  von  l 
und  r  und  kann  in  eine  FouBiEB'sche  Reihe  nach  den  Viel-  ' 
fachen  dieser  Winkelgrössen  entwickelt  werden.  Diese  Entwicke- 
lung  lässt  sich  leicht  aus  der  Entwicklung  der  negativen  Potenzen 
von  J^j  =  [a*  +  a*  —  2aa'co8(A  —  r)]Vt,  nach  den  Vielfachen  von 
X  —•  A',  ableiten.  Die  letztgenannte  Entwickelung  spielt  deswegen 
in  der  Störungstheorie  eine  wichtige  Rolle,  und  wir  wollen  sie  hier 
näher  betrachten. 

Werden   in    der   Störungsfunction    nur    die   Glieder    bis    zum 
zweiten  Grade  ^  inclusive   betrachtet,   so   muss   man   die  Entwicke- 

lungen  von  Jq'^,  ^q~^  und  J^"^    kennen,  und  wir  setzen 


(1) 


1 


A 


—  oo 


—  QO 


Ä 


a*a'^ 


^  =  i2^£<50Sl(A-.A'). 


^  Es  ist  in  der  Astronomie  bisweilen  gebräuchlich,  zwischen  den  Begrifien 
Ordnung  eines  Gliedes  und  Orad  eines  Gliedes  in  der  Weise  zu  unterscheiden, 
dass  man  von  der  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Massen  und  vom  Grad  in  Besug 
auf  die  Eocoentridtäten  und  die  Neigungen  spricht  Wenn  nichts  Anderes 
ausdrücklich  erwähnt  ist,  habe  ich  diesen  Unterschied  in  den  Vorlesungen 
beobachtet. 
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Die  Coefficienten  van  Laplace  Z/'^   werden   wir    durch    folgende 
Gleichung  definiren: 


(2) 


\A^I  [l+o«-2acoß(A-A01'         '^    '  ^  ' 


WO  X«i  =  X^     und 

(3) 


a 


Hieraus  bekommt  man  die  Relationen: 


(4) 


a'Bf 
a'a 


■X/'"». 

«A^'^ 
««x/*«. 


Einen  analytischen  Ausdruck  für  L^*^  kann   man  in   folgender 
Weise  ableiten. 
Setzt  man 

80  ist 

2  cos  (A  —  A')  =  z  +  z"S 

2cosi(A-A')  =  z*  +  z"*', 
(1  -az)(l  —  az'^)  =  1  +  a«  -  2acos(A  -  A'), 
und  folglich 

(5)  (l-«z)-(l-az-i)-  =12A^'^^'- 

Jeder  Factor  der  linken  Seite  lässt  sich  für  a  <  1  nach 
Potenzen  von  cc  entwickeln.  Werden  die  so  erhaltenen  Reihen  mit 
einander  multiplicirt,  und  setzt  man  die  Coefficienten  von  z'  rechts 
und  links  einander  gleich,  so  bekommt  man 


(«) 


,  j-   »(»+1). ..(»+«■— 1)  i 
ij^t" — « 


+ 


1.2 


l+'4  +  *^i 


1     i  +  1 


cc'  + 


(5  4-i)(g +*•+!)    ^4     . 


^0  man  für  t  =s  0  den  Factor  von  a^  gleich  eins  zu  nehmen  hat. 
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Ans  (6)  und  (4)  bekommt  man 


(7) 


,     ,    .         1.8.5....(2»-1)     *N   ,    ,    2»  +  l     ,  , 

i"  ^*  = -1X67^:27- «[!  +  *•  27+2«  + 

1.8      (2«-H)(2«  +  8)  „4   .         1 
^2.4'  (2.- +  2)(2.- +  4)  "    ■*■••'] 

,     ,n         8.6....(2«4-l)     «+lf,   ,    ,   2»+3    ,, 
*°-^<=       2.4. ...2<        "        P  +  ^27+2«  + 


3^     (2»  +  8)(2«  +  5)     . 
■*"  2.4  ■  (2»  +  2)(2»  +  4)        "^  ■  •  ■ 


und  im  Besonderen 


('•) 


i  a' 4,  =  1+ (i)>  «>  +  (|^)V  +  . . . , 


.(•) 


Die  Goefficienten  L,   lassen  sich  auch  durch  ein  bestimmtes  Inte- 
gral ausdrücken.    Man  hat  nämlich  nach  dem  Theorem  yon  Foubibb 


(8) 


A 


(•) 


2  r  coBia-xod(A-xo 


ein  Integral,  das  auf  elliptische  Integrale  zurückgeführt  werden  kann. 
Zwischen  den  LAPLACE'schen  Coefßcienten  besteht  die  folgende 
lineare  Beductionsformel: 


(9) 


*  f-«V  a  /     »-1  t  —  8         t-2 

Man  erhält  dieselbe,  wenn  man  die  Gleichung  (5) 


_l+«»-a(^  +  |)]"'-igA 


Z 
00 


nach  z  differentürt    Es  wird  nämlich  dann 


1 
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(9^  .«[i+««-«(^+^)]-^(i-^)=i2«i/'^'-; 

oder 

woraus  nach  gehöriger  Seduction  (9)  hervorgeht 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  eine  Relation  von  folgender  Form 


(10) 


.  M         /  ^(« + 1)      y(«  +  m 

iL    ^sa\L         —  i/         |. 

i  \  »-1  <+i  I 


Man  braucht  in  der  That  sich  nur  zu  erinnern,  dass 


"i  +  «._«(z+i-)]— '=J24 


Z 


und  diesen  Ausdruck  in  (9*)  einsetzen.     Man  bekommt  dann 

woraus  (10)  erhalten  wird. 

Durch  Combination   von   (9)   und  (10)   erhalt  man    die   Glei- 
chungen 


(11) 


^(•+l)_      2(t  +  j)a      ^«^  (f-J  +  l)(l+tt«)  ji») 


Mittelst   dieser  Relationen   können  die   Ooeffieienten  X/'^  f&r 
alle  Werthe  von  s  und  i  berechnet  werden^  ^  wenn  die  Werthe  Yon 

i^^^«^  und  L^'^^^  bekannt  sind. 


'  £b  ist  hier  sngenoinmen,  daas  8  eine  Zahl  tod  der  Form  -^  ist,    wo 

M    ^     ly      Öj     Oy     .••      • 
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Für  s  ^^j^,  '/,  und  */,  lautet  die  Relation  (9)  folgendermassen : 


j         2t-2  f      ,     1\  j  2»-8    . 

*        2»-l\  «/     »-*        2t-l      »— * 


(12) 


2»- 6     «-»' 


und  ans  (11)  erhält  man 


(13) 


und 


(13*) 


^  _  (2t  +  l)tt(l+a«)    .   _  2(2t  +  l)tt«    . 
^<-  (1-««)«         ^*  (l-aV     ^^i  +  l' 

^  __  (2*>8)tt(l-fa')  ^  _  2(2t-l)tt«  j. 
^<~         3(l-a«)«  »•         3(l-a»)«    ^<  +  l  ' 

x>         _  2 (2t  +  l)tt«    .   _  (2t  +  l)(l+a«)a    . 
-^.  +  1  -  -  (1  _  „»)«     ^.-  (1  -«*)»  <  +  l ' 

^        __  2(2t  +  3)tt«  j.  _  (2i-l) (!+««)«  j. 


Durch   die   Formeln  (12),  (13)  und  (13*)   können   alle   Coeffi- 
cienten  A^,  B^j  C^  berechnet  werden^  wenn  Ä^  und  Ä^  bekannt  sind. 

Es  ist  nun  nach  (8) 


(14) 


^     jjjyi  +  ««-  2« 


-^0 

C08  (iL  -  IT) 


nJVl+a«-2a 


^r)d{i-'ir) 


cos  (iL  -  iO 


Diese   Integrale  werden   durch    die   Landen' sehe   Substitution 
auf  die  Normalform  der  elliptischen  Integrale  gebracht 

Gesetzt 
(14*)  (p  =  A  -  r, 


so    fähren  wir  durch    die  Substitution    von  Landen  statt  tp   den 
Winkel  6  durch  folgende  Relation  ein: 
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(15)  sin  (ö  —  y)  =  a  sin  ö , 
welche  giebt 

(15*)  tgö  =  -"-^  -. 

^       '  ^  cos  y  -  o 


Aus  (15)  bekommt  man  durch  Differentiation 

dq>         eOB{ß  —  q>)  —  a  cos  6 


oder 

(16)                       rf9  = 
Man  hat  aber 

Vi  -o«8m*d-  ff  cos  d 
l/l  -  a*  sin«  6 

dd. 


cos  (p  =  cos  (ö  —  tp)  cos  ö  +  sin  (ö  —  y)  sin  ö 


=  y  1  —  a*  sin*  ö  cos  ö  +  a  sin*  ö , 
und  hieraus 


(17)  yi+a«_2acosy  =  yi-a»sin«ö-acosö, 

so  dass 


(18) 


y  i  +  a«  -  2a  cos  V        y  1  -  a«  sin"  ö 


Da  weiter  —  für  a  <  1  —  (p  nach  (16)  mit  ö  stetig  wächst^ 
so  erhält  man 

(19)  r    .jy = (—JL=^ . 

0  0 

Weiter  ist 

-     --— =  /   C08Ö(/Ö  +  /    ,  -  -^=1 

Vi  +0«-  2a  cos  V      J  J  Vi  -  «*  Bin»  6 

0  0  0 

oder 

(20)      f-—^^^^_^^  =  l.f  ,^-_f_^._-=  -  1  ryi-a'sin^Örfö. 

J  Vi  +  «*  -  2  a  cos  <^         «J  Vi -a«  sin«  (9        «J   ' 


0 
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Werden    nnn    die  LBQBNBBB'schen   elliptischen  Integrale  von 
der  ersten  und  der  zweiten  Gattung  eingefOhrt, 


(21) 


Ficc)  = 


-/ 


da 


}/r^*8m*d 


Il(a)  =  Jyi  -a»sin»örfö, 


so  erhalten  wir  nach  (14),  (19)  und  (20) 


(22) 


Die  Integrale  ^  und  F  werden  aas  den  grossen  Tabellen  Ton 
Lbgekdhe^  erhalten,  wo  sie  auf  14  Decimalen  berechnet  sind. 
Ist  a  sehr  klein,  empfiehlt  es  sich,  die  Beihenentwickelungen  (7)  zu 
benutzen.  In  Bezug  auf  die  numerische  Berechnung  der  Coeffi- 
cienten  von  Laplace  ist  weiter  zu  erwähnen,  dass  die  Recursions- 
formel  (9),  mittelst  welcher  man  diese  Coefficienten  aus  Zq  und  L^ 
successive  berechnet,  den  Uebelstand  besitzt,  dass  ftir  hohe  Werthe 
von  i  die  Coefficienten  aus  der  Differenz  zweier  grossen  Zahlen 
erhalten  werden.  Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Werth  der 
Coefficienten  für  hohe  Werthe  von  t  zu  berechnen,  sind  deswegen 
die  oben  gegebenen  Formeln  für  die  numerische  Rechnung  nicht 
geeignet,  sondern  ist  es  dann  vortheilhaft,  sich  der  Eettenbruch- 
entwickelungen  zu  bedienen,  welche  Hansen  aus  Becursionformeln 
von  der  Form  (9)  abzuleiten  pflegt 


^  „Trait^  des  fonctions  elliptiques''  II.  In  ,|FyT8tälliga  Logaritmidi* 
tngonometriska  Handtabeller*'  von  N.  Ekholm,  C.  V.  L.  Ghaslibb  mid 
K.  Im  Hagstböm  ist  J'^  mit  5  Decimalstellen,  E  mit  4  gegeben.  In  „Tables  des 
Fonctions  elliptiques*^  sind  dieselben  von  Bohlik  mit  5  DecixnalBteUen  ge- 
geben. 


i 
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Wenn  man  nach  VI  §  4  (1)  -jr-  bestimmen  will,  so  mnss  der 

Differentialqnotient  Yon  F  nach  A  gebildet  werden.  Man  kann 
3m  in  der  Weise  erhalten,  dass  man  entweder  die  Stömngs- 
fimction,  Yor  der  Entwickelung  in  FouBiEB'sche  Beihen,  nach  A 

differentürt^  und  nachher  die  Entwickelung  von  A~'  einsetzt,  oder 
zuerst  die  Entwickelung  yon  F  ausflihrt  und  dann  nach  A  diffe- 
lentiirt  Man  wird  somit  zur  Betrachtung  von  Differentialen  von 
der  Form 

da 

gefbhrt»  welche  man  durch  die  Coefficienten  X/'^  wie  folgt  aus- 
drücken kann. 

Wird  die  Gleichung 

(23)  [l  +  «•  «  a  (z  + 1)]  "•  -  ^2^/'^  ^' 

nach  a  differentürt,  eriiält  man 

-.[2.-(.+i)][i  +  ..-.(,+i.)]-'.i2^^'. 

oder 

woraus  man  bekommt 

ans  welcher  Formel  die  partiellen  Abteilungen  von  A,  By  C  tl  s.  w. 
iiach  a  und  a'  abgeleitet  werden  können. 

Man  hat 

/ft  t\  d  L  ^^  d  L   d  a  ^^  1    d  L 

da        dada'^a'da 

und 

(25*^  ^ ^         ^ ^       ^"   a     BL   a     B L 
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Aas  diesen  Formeln  und  (4)  erhält  man  nun 


(26) 


a  -5 —  = 
da 

1   bW^ 

a'      da 

a  -= — ;  :=  — 

a  ÖL,™ 
a'       da 

-A, 


(27) 


oder  nach  (24)  und  (4) 
Weiter  wird 

da  '^  a'*     *    ■*■  a'*     da 


1     r'/«.      ff     ÖA™ 


""  a'»^<    ■*■   a'« 


da 


Nim  ist  aber 


oder  Dach  (4) 


also 
(28) 


dBt 


"T^  =  ^<  +  *(^*-i  +  ^*+i-2«Q- 


Da  J?^  eine  homogene  Function  vom  Grade  —  1  in  a  und  a^ 
ist^  so  hat  man  weiter 


(29) 


d  Bi         ,d  Bi 


da 


da' 


-J? 


i> 


woraus    ^-4   erhalten  wird. 

da' 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  partiellen  Ableitungen  yon  C^ 
nach  a  und  a   erhalten. 


SIEBENTER  ABSCHNITT 


THEOEIE  DER  SECULAREN  STÖRUNGEN 


§  I.   Allgemeine  Betrachtungen. 

Unter  Anwendang  von  jACOBf  sehen  Coordinaten  und  den  Ele- 
menten Yon  Delaunat  lanten  die  Differentialgleichungen  des  Pro- 
blems der  drei  Körper  nach  V  §  10 


(1) 


dL        dF 
dt  ^    dl  ' 

dl  dF 
dt  ~       dL' 

dG       dF 
di"^  dg  ' 

dg  dF 
dt  ~       dO' 

dB       dF 
dt  ^   dh' 

dh  dJE 
dt  ""       dH' 

dU       dF 

dt  ^  dr' 

dl'  dF 
dt  ~       du' 

XL   S.   W., 

tind  bilden  also  ein  canonisches  System  mit  6  Freiheitsgraden. 

Die  Stönmgsfunction  F  ist  eine  periodische  Function  von  /,  tj 
ff,  ^j  und  ky  h\  und  zwar  treten  dabei  die  zwei  letztgenannten 
immer  in  der  Verbindung  h  —  h'  au£ 

Zwischen  diesen  Elementen  bestehen  8  algebraische  Relationen 
—  die  Flächenintegrale  —  welche,  wenn  die  unveränderliche  Ebene 
als  Grundebene  benutzt  wird,  folgende  Form  annehmen  (V  §  9) 


(2) 


Ä  =  A'  +  180«, 

(?»-£»=:  G'*  -  H'\ 

H  +  H'  =  e. 


Als   Function   von   l  und  /'   betrachtet  wurde    nach   VI  die 
StCrongsfimction  in  eine  FoüBiEB'sche  Reihe  von  der  Form 
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(3)  F^  ^Acos(il  +  i'r)  +  ^£8m{il  +  i'l') 

entwickelt  Diejenigen  Glieder  in  dieser  Entwickelung,  welche  f&r 
i  =  i  =  0  erhalten  werden,  geben  die  secularen  Glieder.  Wird  der 
seculare  Theil  von  F  mit  [F]  bezeichnet,  so  ist,  nach  dem  Theorem 

von   FOUBIEE, 


9t     n 


(4)  [F]  =  ^JfFdldl'. 

0     0 

Die  Function  [F^  ist  also  eine  Function  von 

Z,  Z',  G,  G\  Hy  H\  ff,  ff',  A,  A'. 

Wird  in  (1)  [F]  statt  F  eingesetzt,  so  erhält  man  die  Diffe- 
rentialffleickiingen  für  die  secularen  Störungen, 

Die  Differentialgleichungen  für  L  und  L'  werden  dann,  weil 
[jP]  von  /  und  /'  unabhängig  ist, 

Diese  Gleichungen,  welche  also  aussagen,  dass  L  und  X',  insoweit 
es  sich  um  die  secularen  Störungen  handelt,  unveränderliche  Werthe 
haben,  enthalten  den  ersten  Theil  des  berühmten  Staiüitätsbeweises  von 
Laplace,  Würden  die  periodischen  Glieder  in  F  nur  zu  endlichen 
periodischen  Gliedern  in  den  Elementen  Veranlassung  geben,  so  würde 
hiermit  bewiesen  sein,  dass  L  und  L'  eine  endliche  obere  Grenze 
und  eine  von  Null  verschiedene  untere  Grenze  besässen,  und  wir 
haben  in  V  §  5  gesehen,  dass  die  Excentricitäten  und  die  Neigungen 
dann  auch  eine  obere  Grenze  besitzen.  Nun  lässt  sich  zwar  nicht 
beweisen,  dass  die  obige  Voraussetzung  über  die  periodischen  Glieder 
in  L  und  L'  zutreffend  ist.  Wie  dem  auch  sei,  lassen  sich  aus 
den  secularen  Störungen  wichtige  Schlüsse  auf  die  Natur  der  Be- 
wegung ziehen. 

Die  secularen  Störungen  in  0,  H,  ff,  hj  ff,  H\  g\  K  sind 
durch  folgendes  canonisches  System  von  Differentialgleichmigen 
bestimmt: 
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(6) 


da        d[F]  dg  d[F] 

_  _   SS  — •       — -— —  ^S  ^■»    _   _ 


dt  ^    dg    ' 

dt             dO  ' 

dH       d[F] 
dt  ^    dh   ' 

dh  d[F] 
dt  ~        dH  ' 

dO'       d  [F] 
dt  -    dg'   ' 

dg"  d[F] 
dt  "^       dO'  ' 

dH'       d  [F] 

dh'           d[F] 

dt 


dh' 


dt 


dH' 


Da  die  Flächenintegrale  von  /  und  /'  unabhängig  sind,  so  be- 
halten sie  fibr  die  secolaren  Theile  der  Elemente  ihre  GHiltig- 
keit^  nnd  es  bestehen  also  zn  (6)  die  Integrale  (2),  voraasgesetzt, 
dass  die  unveränderliche  Ebene  noch  immer  als  Grandebene  be- 
natzt wird. 

Man  kann  dann,  genau  wie  in  V  §  10  im  allgemeinen  Fall 
gemacht  wurde  ^  die  Differentialgleichungen  für  die  secularen 
Störungen  mit  zwei  Freiheitsgraden  reduciren.  Man  setzt  zu 
dem  Zweck 


(7) 

und  erhält  dann 


(n 


(7  =  r,     ff^r, 


statt  (6)  erhalten  wir 


(8) 


dr  ^  d[F] 
dt  dg 

dr  _  d[F] 
dt         dg' 


dg d[F] 

dt  dr  ' 

dg^  d[F] 

dt  ^       dr  ' 


so  dass  die  Differentialgleichungen  der  secularen  Memente  auf  ein 
canonisches  System  mit  zwei  Freiheitsgraden  reducirt  werden  können. 

Nachdem  (8)  integrirt  worden  ist»  erhält  man  G,  ffj  H  und  H' 
&Qs  (7)  und  (7*),  danach  durch  eine  Quadratur  h  und  hf  aus  den 
Gleichungen 


Gbasubr,  Miwhaiift  dM  Hlminttls.  I. 
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dh  B[F] 


(8*)  \  ^*  ^^  ' 

A'  =  A  +  180^ 

wo  vor  der  DifPerentiation  [F]  als  eine  Function  von  G^  Hj  Gf^  E\ 
9j  f^>  ff'f  k'  z^  betrachten  ist 

Endlich  erhält  man  —  auch  durch  eine  Quadratur  —  die 
secularen  Werthe  Ton  /  und  /'  aus  den  Gleichungen 

^°    '  dt  '^        dL   '         dt  ■"        dL'  ' 

Findet  die  Bewegung  in  einer  Ebene  statte  so  lassen  sich  die 
Differentialgleichungen  noch  weiter  reduciren.  Nach  V  §  10  setzt 
man  dann 

(9)  G^n:==K, 

und  man  hat 


(»*)  { 


und   wir  bekommen   canonische  Gleichungen  mit  nur  einem  Frei- 
heitsgrade 


(10) 


dK  ^       d[F] 
dt  dk    ' 

dk d[F] 

dt   ^        dK   ' 


Diese  Gleichungen  besitzen  das  Integral 

[F]  =  Const 

und  lassen  sich  also  auf  eine  Quadratur  zurückfuhren. 

Die  Differentialgleichungen  f&r  die  secularen  Störungen,  wenig- 
stens, wenn  die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet^  lassen  sich 
genau  integriren,  obgleich  diese  Integration  bis  jetzt  nicht  ausge- 
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fuhrt  worden  ist^  Man  hat  sich  zu  dem  Zweck  der  in  11  §  2  aus- 
einandergesetzten Methode  zu  bedienen  (wobei  man  sich  indessen  zu 
erinnern  hat,  dass  \F\  nunmehr  keine  quadratische  Function  von 
y  bez.  K  ist»  was  indessen  ftr  die  Untersuchung  nicht  wesentlich 
ist),  und  im  Allgemeinen  wird  sich  herausstellen,  dass  K  eine 
periodische  Function  von  t  wird,  die  zwischen  zwei  festen  Grenzen 
K^  und  K^  schwankt,  welche  sich  als  Schnittpunkte  der  beiden 
Corren 

[F]  =.  Const 

und^  =  0 
ergeben. 

Bei  den  Untersuchungen  über  die  secularen  Störungen  bedient 
man  sich  in  der  Astronomie  gewöhnlich  des  unreducirten  Systems  (6), 
welches  von  der  8^  Ordnung  ist  Im  Allgemeinen  wird  dieses 
System  auch  in  nicht  canonischer  Form  geschrieben,  was  bei  dieser 
Frage  ein  entschiedener  Nachtheil  ist 

Führen  wir  in  (6)  die  Elemente  von  PoiNCASfi  |,  17,  p  u.  s.  w. 

ein,  und  betrachten  ein  System  von  n  Planeten  (ssn  +  1  Körpern), 

so  sind  die  Differentialgleichungen  für  die  secularen  Störungen  die 

folgenden: 

d(i  ^  [d_F]  dvi_^_  d[F] 

dt  dfji  '  dt  d?i 

(11)  \  (1=1,  2,...,  n). 

dPi_^d[F]  dg,  ^      d[F] 

dt  dqi   '  dt  dpi 

Wir  haben  in  Abschnitt  VI  gefunden,  dass  die  Störungsfunction 
—  und  somit  auch  [F]  —  nach  positiven  Potenzen  der  Grössen 

(  li>  Vi,  Pu  ?i, 

^  «2*  ^a>  ft>  ?a> 

u.  s.  w. 
entwickelt  werden  kann. 


^  Einen  interessanten  Ansatz  findet  man  in  der  Abhandlung  von  Bohlik: 
„Till  firlgan  om  sekulära  störingai^'.  Kgl.  Svensk  Yet  Ak.  1891.  Der  Verf. 
hat  indessen  durch  Anwendung  der  Theorie  für  die  <9-Functionen  mit  mehreren 
VerSaderlichen  in  das  Problem  unnöthige  Schwierigkeiten  eingef&hrt 

22* 
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Es  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Glieder  in  [F]  in  dieser  Ent- 
wickelnng  immer  von  gerader  Ordnung  in  der  Veränderlichen  (12) 
sind.  Die  Coeffidenten  der  yerschiedenen  Poteneen  sind  immer 
Functionen  Yon  A^^  ^  u.  s.  w.,  welche,  was  die  secularen  Störungen 
betrifft;»  constante  Grössen  sind. 

Für  die  numerischen  Anwendungen  der  secularen  Störungen 
auf  die  Theorie  der  Planeten  genügt  es  gewöhnlich,  die  Glieder 
Yon  dem  zweiten  Grad  in  der  Veränderlichen  (12)  zu  betrachten. 
Das  so  formulirte  Problem  der  secularen  Störungen  werden  wir  in 
den  folgenden  Paragraphen  ausführlich  discutiren.  Der  Rinflnss 
der  Glieder  höheren  Grades  wird  in  §  7  für  gewisse  Fälle  in  Be- 
tracht gezogen. 

§  2.    Ueber  den  secularen  Tbell  der  Störungsfkinction. 

Führen  wir  in  den  Ausdruck  VI  §  8  für  die  Entwickelung  der 
Störungsfunction  die  Reihen 


(1) 


4.» 


—  OO 


ein,  und  behalten  nur  die  Glieder  bei,  die  Yon  X  und  X  unabhängig 
sind,  so  erhalten  wir  für  den  secularen  Theil  [F\  der  Störungs- 
function den  folgenden  Werth. 

Gesetzt 


(2) 


R    —       ^       A-        ^*        4-  "*'*"»   jI 


(2*) 


§  2,     Ueber  den  geeular^n  Theü  der  SiörungsfuncHan.         841 


(T) 


SO  bekommt  man: 


xy 


yjj. 


fi^l 


(3)  [F]^B.  +  Ä,'(|,  r)  +  ä;(i?,  1?') -  v(p,  /^o - ä;'(?,  ^. 

Die  Coefficienten  in  If  und  2f'  sind  von  a  and  a'  abhängig, 
oder,  da 


•#4 


Ä^§!ii 


ist,  Yon  ^  und  Ä,  welche  in  den  LAPLACB'schen  Coefficienten  A^, 
B^,  C^  eingehen. 

Die  Aoadrücke  für  diese  Coefficienten  kOnnen  mit  Hfilfe  der 
in  VI  §  6  entwickelten  Formeln  bedeutend  ein£Btcher  geschrieben 
werden. 

Man  bekommt  nftmlieh  nach  diesen 


C,  -      4  («+  i")  <?.  -  7  <l        ans  (12), 


C,= 


(4) 


-2(«+i-)c,  +  5(7,           „  (12), 

«»0+«*)   D        ■             g«'           »  /,  QX 

(1  -  «•)•  ^<»  +  8(1 -«V     »  "  ^  ^ 

i?,-      2(«+i-)i?i-8i?,         „  (12), 


C,- 


^•  = 
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wo  die  Zahlen  in  den  Elammem  sich  auf  die  entsprechenden 
Formehi  in  VI  §  5  beziehen. 

Mit  Hilfe  dieser  Belationen  können  die  Coefficienten  in  den 
Ausdrücken  für  E^'  und  JR^''  durch  die  Grössen  B^  und  B^  ausge- 
drückt werden,  oder,  was  sich  hier  als  mehr  geeignet  herausstellt» 
als  Functionen  von  B^  und  J9,. 

Man  bekommt  in  der  That  aus  (4) 

so  dass 

(5)  R,'i.,  y)  =  Ä«m.«,{i  B,  (f  +  ^)  -  ii?,:^]. 


und  der  Ausdruck  für  [F]  wird  also 


(6) 


_      ^ 


ß 


_i»  Mf     I     vv'  \ 


-*A(^  + 


^' 


y^^ 


^)} 


Werden  die  ESemente  |,  17  u.  s.  w.  mittelst  VI  §  1  (16)  durch 
die  elliptischen  Elemente  ausgedrückt  und  nur  die  Glieder  zweiten 
Grades  in  e  und  t  beibehalten,  so  erhält  man  aus  (6)  den  folgenden 
wohlbekannten  Ausdruck  für  den  secularen  Theil  der  Störongs- 
function 


(6*) 


—  ^  j5,  tf  tf'  cos(7r  —  w')  — 
-iÄi(sin»i  +  sin«i')  + 
+  ^  jBj  siniBinrcos(fl  —  fl^}. 
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Der  Ausdruck  (6)  (oder  (6*))  wird  den  numerischen  Berech- 
nungen der  secularen  Störungen  zu  Grunde  gelegt 

Wie  aus  demselben  henrorgeht,  braucht  man,  um  die  secularen 
Störungen  zu  berechnen,  nur  drei  von  den  LAPLAOE'schen  Coeffi- 
cienten,  nämlich  A^^  B^  und  JB^,  zu  kennen. 

Ist  die  Zahl  der  Planeten  grösser  als  zwei,  so  Iftsst  sich  der 
entsprechende  Ausdruck  für  [F]  direct  aus  (6)  ableiten. 

Es  seien,  bei  n Planeten,  die  Massen  m^,  m,,  . . .,  m^,  die  auf 
jAOOBf  sehe  Goordinatensysteme  (V  §  4)  bezogen  sind.  Ihre  PoingabA'- 
schen  E3emente  (VI  §  1)  seien  |,.,  97^  u.  s.  w.  (t  s»  1,  2,  . . .,  n). 
Führen  wir  nun  die  Bezeichnungen 


rn 


i'^^-'^M} 


ein,  so  wird 


-2^."(p,./';-2Ä,"(7i.y;» 


WO  bei  den  Summationen  t/  =  12 ,  13 ,  . . .,  n  —  1  n. 

Für   die  Coefficienten  ^^    und  £^   hat  man   nach  VI  §  6  (8) 
folgende  Ausdrücke: 


(8) 


JSy  yßsfdj  =  —  I  ÖT 

0 

9t 

Ä  (a.,  a j  =a  —  I jT- 
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§  3.   Seculare  SttmiHieny  wenn  nur  zwei  Planeten  vorhanden  sind. 


Bei  der  Anwendung  von  JACOBfachen  Coordinaten  kann  man 
die  Reihenfolge  der  Planeten  willkürlich  wählen.  Bei  zwei  Planeten 
m  und  m  kann  man  also  entweder  m  auf  ein  durch  die  Sonne  Äf 
gehendes  Coordinatensystem  beziehen  und  dann  die  Bewegung  von 
m'  auf  ein  solches,  dessen  Anfangspunkt  in  dem  Schwerpunkt  von 
Äf  und  Hl  liegt,  oder  umgekehrt  Wird  mit  m  deijenige  Planet 
bezeichnet,  der  näher  an  der  Sonne  sich  befindet^  so  nehmen  wir 
an,  dass  seine  Bewegung  auf  ein  Coordinatensystem  bezogen  ist, 
dessen  Anfangspunkt  durch  die  Sonne  geht  Die  Bewegung  des 
äusseren  Planeten  bezieht  sich  dann  auf  den  Schwerpunkt  von  Äf 
und  Hl  als  AnfEuigspunkt 

Man  hat  dann 


(1) 


und 


(n 


mM 


'^^ü^rM' 


M  = 


ß 


m'  (m  +  M) 


km  Ja 


Vm  +  ir 


^  V  m  +  m'  +  M 


Die  Coordinaten  Ton  m  seien  A  (oder  a),  X,  |,  t],  p  und  q, 
diejenigen  you  m'  ä  (oder  a')  A',  |',  i?',  p'  und  q'.  Da  nach  der 
Voraussetzung  a  <  o',  so  ist  ^  kleiner  als  die  Einheit^  und  wir 
können  die  Formeln  von  VI  §  5  direct  benutzen. 

Wir  wollen  mittelst  der  daselbst  gegebenen  Formeln  die  Goef- 
ficienten  A^^,  B^  und  £^  direct  durch  die  elliptischen  Integrale 
F  und  E  ausdrücken.  Für  Aq  haben  wir  schon  den  Ausdruck 
VI  §  5  (22) 

(2)  aA,^^F{a) 

gefunden. 
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Nach  VI  §  6  (13*)  bekommt  man 


»  _      2g*      j         tt(l  +«*)  j 
^l  •"  (l  -  aV"^  ""   (1  -  «V  ^  ' 

imd  al80|  wenn  man  die  Ausdrücke  ftr  J^  und  ^^  einf&hrt 

(8)  i  «' A  =  -  (1^.F  («)  +  ^W- 

Nach  VI  §  5  (13*)  bekommt  man  weiter 

p   _      6  a»       j         8(1  +a^a  j 

oder,  da  nach  VI  §  5  (12) 

^         a(l+a»)  j  2(l+aV-6tt«    ^ 

^»  *  (1  -  ««)•  ^  ""  (!-»•)■  ^  * 

Werden  hier  die  Werthe  von  A^   und  A^,  durch  elliptische 
Integrale  ausgedrückt,  eingesetzt,  so  bekommt  man 

(4)  -  a^,  =  -  -— ,  F  («)  +        (1,'^y —  E(a). 

Zur  (Tontrolle  kann  man  sich  der  Formel 

(5)  «^,  =  2(1  +««)J?i-3«J5o 
bedienen.    Man  hat  n&mlich  nach  VI  §  5  (13) 

•""    (1-a«)»    ^        (l-««)«"*!' 

also 

und  werden  nun  die  Ausdrücke  (3),  (4)  und  (6)  in  (5)  eingesetzt^  so 
findet  man,  dass  diese  Gleichung  identisch  erfüllt  wird. 
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Wir  haben   also   die  folgenden  Formeln  znr  Berechnung  von 
Aq,  B^  und  J5j: 

n 


(7) 


n     ,      D  2-0«-    ,    2(l  +  o»)«-6o»- 


Die  Integrale  F  und  E  sind  für  kleine  Werthe  von  a  einander 
nahe  gleich  f »  y)  >  ^^^  folglich  werden  dann  B^  und  B^  aus  der 

Differenz  zwischen  zwei  nahe  gleichen  Zahlen  berechnet  Dies  be- 
deutet indessen  in  diesem  Falle  wenig,  da  die  Tafeln  von  Legendke 
mit  einer  sehr  grossen  Zahl  von  Decimalen  berechnet  sind. 

In  den  Tafeln  für  F   und  E  wird   eine  Grösse  d,   durch  die 
Formel 
(8)  a^mid 

definirt,  als  Argument  benutzt  Es  ist  deswegen  Yortheilhaft^  in  (7) 
6  statt  a  einzuführen.    Es  wird  dann 


(9) 


-Ja'    5,  =  (l  +  3tg»Ö  +  2tg*Ö)E-(l+tg»Ö)F, 
^accB,  =  2(1  +  tg»  ö  +  tg*Ö)  E  -  (2  +  tg»Ö)F. 


Die  Differentialgleichnngen  f&r  die  secnlaren  Störungen  laaten 


(10) 


dg  ^  d[F]  dt,  _^  _    d[F] 


dt  ^    dri    ' 

dt  ~        dS 

dp  _d[F] 
dt           d q    * 

dq  _  d[F] 
dt  —         dp 

d('        6  [F] 
dt          dri'   ' 

dri'  d[F] 
dt              d? 

dp'        d  [F 

— -—  -  ^s  ———^ . 

dq'  _       d[F] 

dt 


dq' 


dt 


dp' 
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und  nachdem  diese  Gf^leichnngen  integrirt  worden  sind,  erh&lt  man 
die  mittleren  Längen  —  X  und  X  —  ans  den  Gleichungen 


(10*) 


dl 
dt 


d[F] 


dV_ 
dt 


^      d[F] 


dA' 


Nach  VI  §  1  (16)  hat  man,  näherongsweise. 


(11) 


1- 

yZecos« 

= 

^Ar, 

iy=- 

-  y  J  *  sin  « 

=:  . 

-■^As, 

/>  = 

YA  sin  t  cos 

fi- 

u«> 

?=■ 

-  y^f  sin  t  sin 

ß  =  - 

-■^Av, 

und  es  ist  also,  da  A  hier  von  der  Zeit  unabhängig  ist. 


(12) 


dj; 
dt 

d_u 
dt 

d_r^ 
dt 

du; 
dt 


1 

A 

d[F] 

ds 
dt 

1 
A 

d[F] 

dv    ' 

dv 
di 

1 

A' 

d[F] 

ds' 
di 

1 

d[F] 

dv' 

A'    ör' 


\_  d[F] 
^  A      dr 

'^  A      du 

-_L  ^[^ 

dt  *"  Ä'    du' 


Durch  die  Veränderlichen  r,  s,  u,  v,  r'  u.  s.  w.  ausgedrückt 
ist  nun 


(13) 


[^ 


Führen  wir  die  Bezeichnungen 


(14) 


«1  - 


4A 


A, 
A. 


«•  = 


X«    = 


k^mm' 
4A 


B,. 


k^mm'    n 
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«in,  so  erhalten  wir  also  folgende  Differentialgleichangen 


(15) 


und 


(16*) 


dr 


dt 

*i 

*  -r  »1  •  1 

dB 

dt 

= 

«1 

r-«,  r', 

dr' 
di 

= 

— 

< 

»'+«,'», 

ds' 
dt 

- 

< 

r'-x,'r, 

du 

dt 

- 

*i 

{^ 

-«-). 

dv 

dt 

- 

«1 

(- 

-«  +  «0. 

du' 
dt 

= 

*i 

'(t^' 

-»), 

dt/ 
dt 

» 

^i 

'{- 

•«'+«), 

FOr  die  Coef&cienten  ar  erhält  man  in  folgender  Weise  Ans- 
drtlcke,  die  ftr  die  numerische  Rechnung  bequem  sind.  £s  ist  ge- 
nähert (nach  V  §  6) 


(16) 


also 


l^mm'       k^mm' 


und  ebenfalls 


__      Am'      _         m' 


—j. na  ^, 


and  man  hat  demnach 


17) 


,    ♦» 


./    *» 
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Nach  (7)  iat  a' B^  and  a' B^j  und  ebenfaUs  aB^  nnd  aB^^  nur 
Yon  dem  Verhaltnise  z?d8chen  a  und  a'  abhängig,  nnd  die  Formehi  (17) 
sind  deswegen  ftkr  nnmerische  Bechnnngen  sehr  bequem,  da  die 
Wahl  der  Einheiten  für  Zeit,  Abstand  und  Masse  einfach  durch 
den  Werih  ftkr  die  mittlere  Bewegung  n  (und  n')  bestimmt  ist 

Die  Berechnung  der  secularen  Störungen  in  der  Ekcentricität 
und  der  L&nge  des  Perihels  geschieht  nach  der  Formel  (15),  für 
die  Neigung  und  die  Enotenlänge  nach  (15*). 

Man  kann  die  Gleichungen  (15)  und  (15*)  in  zweierlei  Weise 

integrieren,  entweder  indem  man,  den  Prindpien  der  Störungstheorie 

gem&ss,  die  Grössen  r,  t,  u,  v,  /,  /,  u\  v   in  der  rechten  Seite 

dieser  Gleichungen   als    constante   Grössen    betrachtet,    oder    man 

kann  die  Integration  streng  ausfahren,  was  ja  leicht  ist  da  es  sich 

hier  um  lineare  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coe£Eicienten 

handelt    Beide  Methoden  werden  mit  Vortheil  in  der  Astronomie 

benutzt    Bei  numerischen  Berechnungen  ist  die  erste  Methode  oft 

genügend. 

Wir  woUen  die  obigen  Formelii  auf  die  gegenseitigen  Störungen  yon 
Jupiter  nnd  Saturn  anwenden. 

Es  ist  hier,  in  gewöhnlichen  aBtronomisehen  Einheiten  anflgedr&ckt, 

ftr  Jupiter  loga  «  0.7168 
„    Satom   loga'»  0.9808 
and  kko  log  o  -  9.7800 , 

woniuB  man  erhalt 

6  «  88^00 . 

F-  1.712, 

E  »  1.447 . 

Nach  (9)  bekommt  man  hieraus 

I  a'  Bt  -  0.4828 , 

|a'Ba  -  0.2812. 

Ffir  die  Ezcentricitäten  und  die  Perihellfingen  der  beiden  Planeten  h 
man  die  Werthe  (1850) 

Jupiter  Saturn 

6  »  0.04824 ,  ef  »  0.05600 , 

n  «  11«.91 ,  w'  «  90M1 , 
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und  folglich  wird 

log  r  -  8.6740 ,        log  /  -  6.0315, , 

log  8  =  7.9981  f        log  «^  B  8.7482  . 

Für  die  Massen  nehmen  wir  die  Werthe 

ml  m'  1 

~M  "  1048*        "ff  "  85ÖÖ 

an,  und,  indem  die  Einheit  der  Zeit  su  einem  Jolianischem  Jahre  genommen 

wird,  hat  man 

n  »  109256",        n'  -  44000"'. 

Die  Werthe  der  Coefficienten  n  werden  somit 

logxi  »  0.8661 ,        logxi'  «  1.2589  , 
logx,  »  0.6793  ,        logx,'  »  1.0721 . 


Nach  (15)  erhalten  wir  non 

-^  =  +  0'M945 , 

-—^  -  -  0".8987  , 

[+  0".2014] 

[-  0".9810] 

^  =  +  0".3478  , 
[+  0".8611] 

^  =  -  0".5593  . 
[-  0".5362] 

Zum  Vergleich  habe  ich  in  den  Parenthesen  die  Zahlen  gegeben,  welche 
Levbbbieb  für  die  betreffenden  secularen  Störungen  erhält,  indem  er  den  Eim- 
fluss  sämmüicher  Planeten  berücksichtigt. 

Mit  den  folgenden  Werthen  fQr  die  Neigungen  und  die  Lftngen  der 
Knoten  auf  der  Ekliptik  1850.0 

H.  »  =  1«.81 ,        Sl  «  98«.94 , 

^  f'»2«49,        ^'  =  112«.35 

erhalten  wir  weiter 

logt«  s  7.5505«  ,        logt«'  B=  8.2180. , 

log  9  s  8.3587  ,        logv'  »  8.6039  , 


und  hieraus 


-^  =  -  0".1293  ,  ^  -  +  0".8195 , 

[-  0'M293]  [+  0".3828] 

-^  =  -  0".0953  ,  ^7  "  "^  0".2355 . 

[-  0".0941]  [+0".2428] 


J 
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Aqb  den  Fonneln 


e"  »  r*  +  «■ ,        sin"  $=■«■  +  »', 


erhält  man 


tgÄ 


r 


Bin f  cos idi  »>     udu  +  vdv^ 
Bin' idSl  as~  rdK  +  ttdty, 


und  setEt  man  hier  die  Werthe  für  — r-r- 1  -yr-  n.  s.  w.  ein,  so  hekommt  man 

at       at 

folgende  Werthe  für  die  aecularen  Stönmgen  in  der  Ezcentricität,  der  Perihel- 

l&Dge  n.  B.  w.,  wo  wir  setsen 


dip 

Tf 
dn 

TT 

di 

dt 

dSl 
dt 


«  a  Bin  9 , 

«'  = 

Bin  9 

-  +  0".262 , 

dfp' 
dt 

-  -  0".658 , 

«  +  6".212 , 

dn" 
dt 

-  +  16".04e , 

-  -  0".0741 , 

di' 

dt 

-  +  0".0968 , 

-  +  6".283 , 

dS^' 

=  -  8".859 . 

Die  obigen  Zahlen  enthalten  die  jährliche  secnlare  Veränderung  der  be- 
treffenden Elemente.    Man  hat  alBO  z.  B.: 


^ 


n  -  11»91  +  6".212    y- 1850.0). 


§  4.   Fortseizung.   Trigonometrische  Auedriicke  fDr  die  eecularen 
Störungen  der  Excentricitat  und  der  Periliellänge. 

Die    secalaren    Störungen    in    den    Ekcentricitäten    und    den 
Perihellängen  sind  durch  die  Gleichungen 


(1) 


dr 
dt 

dB 
dt 

dr" 
dt 

d^ 
dt 


=  —  «!«  +  «,«', 


%^r  —%^T  ^ 


«-x/ä'+Xj'*, 


=      «1  r  -  X, 


bestimmt^  welche  wir  nun  integriren  wollen. 
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Zuerst  bemerken  wir,  dass  man  aus  (1)  erhUt 

v('4f+'4T)+«i(''w+''4f)-<>. 

und  es  ist  also 

(2)  «,'  (r«  +  *«)  +  ar,  (r'«  +  /»)  =  C, 

wo  C  eine  Integrationsconstante  bezeichnet 

Setzt  man  die  Ausdrücke  für  r  und  s  hier  ein,  so  erhält  diese 
Gleichung  die  Form 

(2*)  X,'  e^  +  ar,  e'«  «  C, 

eine  Gleichung,  welche  unmittelbar  zeigte  dass,  Torausgesetzt  dass 
x^  und  x^'  dasselbe  Zeichen  haben,  die  Ezcentricitäten  nicht 
beliebig  gross  werden  können.  Sind  sie  fftr  beide  Körper  zu 
einer  bestimmten  Epoche  klein,  so  müssen  sie  immer  Idein 
bleiben.  Nach  §  8  (17)  findet  man,  dass  ar,  und  x^'  dasselbe 
Zeichen  besitzen,  wenn  dies  mit  den  mittleren  Bewegungen  n  und  n' 
der  Fall  ist,  d.  L  wenn  beide  Planeten  sich  in  derselben  Richtung 
um  die  Sonne  bewegen.  Die  secularen  Störungen  wachsen  also 
nicht  über  alle  Grenzen,  wie  man  es  nach  der  im  vorigen  Para- 
graphen benutzten  Methode  erwarten  könnte. 

Aus  der  linearen  Form   der  Differentialgleichimgen  (1)  wird 
folgende  Form  ftir  die  Integrale  bedingt 

f      r«JVcos(^^  +  /?),      r'  =  JV'cos(^<  +  /90, 

(3)  \ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (1)  ein,  so  erhält  man  in  der  That 
folgende  Bedingungsgleichungen 


(4) 


welche  erfordern,  dass 


9  —  »i,    x, 

(5)  ,  ,   -0. 
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Diese  Gleichung  hat  zwei  Worzehi  —  g^  and  y,  —  und  einer 
jeden  entspricht  nach  (4)  ein  Werth  ftr  das  Veriiältniss  zwischen 
Jf  und  If\  Werden  diese  beiden  Verhältnisse  mit  J^^ :  JV^'  und 
^i'^N^'  bezeichnet,  so  lauten  nun  die  allgemeinen  Integrale  von  (1) 


(6) 


*-JViSin(y,^  +  /9i)  +  JV,  sin(y,*  +  A), 


wo  N^f  N^^  ß^  und  /?|  als  Integrationsconstanten  betrachtet  werden 
können. 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Wurzeln  g^  und  g^  reeü  und 
positiv  sein  müssen,  wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  wird,  die  beiden 
Planeten  sich  in  derselben  Richtung  um  die  Sonne  bewegen. 

Die  Gleichung  (6)  lautet  nämlich 

(5*)  9^-9{^  +  O  +  ^<  -  «,<  =  0 

und  da 

80  sind,  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  die  Wurzeln  immer  reell. 
Sie  sind  femer  beide  positiv,  wenn  die  Ungleichheit 

(7)  Xi«i- «,«,'>  0 
erfüllt  ist^  welche  nach  §  3  (14)  in  der  Form 

gesiduieben  werden  kann,  oder  einfach 

(8)  A  >  5, . 

Diese  Ungleichheit  iat  aber  immer  erfüllt.    Es  ist  n&mlich 

(1  — ««)«5i  =  3a(l  +a»)^i  -6a»ii,  (VI  §  5  (18)), 

(1  —  «*)»-», -  6a» ^1  -  3a(l  +  a*)^,      (VI  §  5  (IS*)), 

C^iAKUSB,  Meehnik  de«  mmaielB.  L  28 
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also 

woraus  (8)  hervorgeht^ 

Die  Integrationscolifitanten  werden  ans  den  Werthen  der  Gröesen 
r,  Sy  /,  s'  fbr  eine  bestimmte  Zeit  erhalten.  Sind  f&r  /  »  0  diese 
Werthe  r^,  e^,  r^^  s^,  so  hat  man 

r^  =s  JVj  cos/9j  +  If^  co8/9j , 

#0  -  N^  sin  /?!  +  JV,  sin  /?, , 

r^'  -  iV^/  co8/?i  +  JV,'  cos  /?, , 

V-Wi'8in/?i  +  JV;'sin/?,. 
Setzt  man 

Xj  =  i\^j  cos/9j ,  *B  =  -^j  cos/?, , 

yi  =JV^iSin/?i,  y,  «  JV^jSin/J,, 

so  lauten  diese  Gleichungen 
und  es  ist  also 


(10) 


Befmüon:     Es  wird  gesagt^  dass  die  Länge  n  des  Perihels  eine      1 
mittlere  Bewegung  —  b  —  besitzt^  u>enn  die  Differenz 


it'-bi 


für  alle  Werthe  von  t  eine  endliche  obere  Orenze  hat 


^  Vergleiche   Doobsk:     Die    mathematiBchen   Theorien   der   Planeten-      J 


Bewegongen.    S.  199. 
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Man  kann  nun  aus  (6)  den  Satz  ableiten,  dass  in,  dem  hier 
betrachteten  Fall  die  Perihell&ngen  eine  solche  mittlere  Bewegung 
besitzen,  und  zwar  wird  dieselbe  ihrem  Werth  nach  mit  einer  von 
den  Wurzeln  ff^  oder  y,  zusammenÜBdlen.  In  einem  Ausnahme&ll, 
der  unten  betrachtet  wird,  wird  sie  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  zwischen  diesen  beiden  GrOssen. 

£&  ist  n&mlich  nach  (6) 

ecosn  «  Aj cos{^i  t  +  ß^)  +  J»r^cos(y,^  +  /?,), 
l    esin  »- i^^i  sin  (^1  / +  /?j)  +  JV, sin  (y,^ +  /?,). 


(") 


Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  If^  <  N^.    Aus  (11)  folgt  nun,  dass 

«sin  («  -  y,  ^  -/?,)-  J^Tj  sin  (^,  -^,  '  +  Ä  -  /?,), 

tf  cos(3r  -  y, ^ -  /?,)  «  JV^  cos(^i  -y, t  +  ß^^ß^)  +  N^, 
uid  hieraus 
(12)  tg(^^y,^~/?,)^       i^.8in(£r^^  +  ft-A) 

Da  der  Voraussetzung  nach  JV^  <  Jt^,,  so  kann  der  Nenner 
in  diesem  Ausdrucke  nie  Null  werden.  Folglich  wird  tg(9r— y,^— /?,) 
nie  unendlich,  so  dass  der  Winkel 

entweder  numerisch  kleiner  als  90^  ist,  oder  stets  zwischen  den 
Grenzen  90^  und  270<'  liegt  Die  länge  des  Perihels  —  n  —  be- 
sitzt also  die  mittlere  Bewegung  g^, 

Ist  zweitens  N^>  N^j  so  beweist  man  in  ähnlicher  Weise,  dass 
%  eine  mittlere  Bewegung  gleich  g^  hat 

Wenn  endlich  N^  ^  N^y  so  wird  der  Werth  von  n  in  folgender 
Weise  gefunden.  Aus  (11)  erhält  man  —  fbr  beliebige  Werthe  ftbr 
N^  und  N^  —  die  Gleichungen 


(13) 


28' 
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Ist  nun  N^^  y^  {"*=  ^)9  so  bekommt  man  hieraus: 

(14) 


e  =  (-  ly2^co8(Az^^  +  AzÄ_J 


wo  t  eine  ganze  Zahl  bezeichnet 

D(Z8  Perihel  besitzt  also  in  diesem  Folie  eine  mittlere  Bewegung^ 
die  gleich  \  {g^  +  y,)  ist 

In  Bezug  auf  die  Perihellänge  des  anderen  Planeten  m'  gelten 
ähnliche  Schlüsse.  Sie  besitzt  eine  mittlere  Bewegung  gleich  g^, 
wenn  N^'>N^j  gleich  y,,  wenn  N^  <  N^  und  gleich  \{S\+9^* 
wenn  N^=^N^. 

Wir  haben  aus  (2*)  schon  den  Schluss  gezogen,  dass  e  und  e' 
eine  endliche  obere  Grenze  besitzen  müssen.  Wir  können  diese 
Grenze  nun  näher  bestimmen.    In  der  That  folgt  aus  (11),  dass 

(15)  e^  =  iV;«  +  ^,«  +  2N^  N,  cos(^^,  t  +  ß,  ^  ft), 

und  in  ähnlicher  Weise 

e'^^lf,'^  +  N,'^  +  2y,'N^'cos{^^^t+ß,^ß;), 

so  dass  e  und  e  durch  folgende  Ungleichheiten  bestimmt  sind: 


(16) 


Aus  (5)  findet  man,  dass  die  Grossen  g^  und  g^  mit  den  kleinen 
Massen  m  und  m'  multiplicirt  und  folglich  klein  sind.  Die  nüttJeren 
Bewegungen  des  Perihels  sind  deswegen  immer  klein. 

Beispiel.  Wenden  wir  die  hier  auseinandergesetzten  Formeln  auf  das 
System  Sonne^Jupiter — Saturn  an,  so  erhalten  wir  suerst  aus  (5)  anter  An- 
wendung der  Werthe  für  X|,  x,,  x^'y  k^\  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen 
berechnet  haben, 

Pi  -  +  22".06 , 

p,  =»  +    8".44 . 
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Ana  (4)  bekommen  wir 

^  =  -  8.078 ,         -TT  ■  +  ^'^^^ ' 

und   dann   ans  (10),    indem   man    die  Werthe   f&r    r,  «,  r',  «^   dea  yorigen 
Paragraphen  bennttt, 

iVi  »  +  0.0158 ,        iV;  »  +  0.0484 , 

N^' »  -  0.0486 ,        iVf'  i«  +  0.0854 , 

A  =-  51«.00,  Ä  -  +  80*.82, 

und  es  ist  also 

0  cos  n  »  +  0.0158  cos  (22".06 1  -  51^00)  +  0.0484  cos  (8''.44  t  +  80^82) , 

0  sin  71  »  +  0.0158  sin  (22''.06 1  -  51^00)  +  0.0484  sin  (8''.44  t  +  80^82) , 

«^  cos  n'  :b  -  0.0486  cos  (22''.06  i  -  51^00)  +  0.0854  cos  (8''.44  t  +  30^.82) , 

•  sin  71^=  -  0.0486  sin  (22".06  t  -  51«.00)  +  0.0854  sin  (8".44 1  +  80<».82) . 

Die  beiden  ersten  Gleichongen  geben  die  Excentricitftt  nnd  die  Perihel- 
ISnge  der  Bahn  von  Jupiter^  die  beiden  letiteren  diqenigen  in  der  Bahn  von 


Ans  der  relativen  GrOsse  der  Coef&cienten  in  diesen  AnsdrClcken  folgt 
nim,  dass  die  mittleren  Bewegangen  der  Perihelien  folgende  Werthe  besitzen: 

Für  Jupiter  +    8''.44 , 

„    Saturn  +22".06. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  f&r  die  betreffenden  Grössen  die  Werthe 
+  6".21  nnd  +  16''.05  gefanden.  Diese  letsteren  Zahlen  beliehen  sich  auf  die 
tBitiffeiMiekliehe  Geschwindigkeit  des  Perihels,  wogegen  die  obigen  Zahlen  die 
yitiUiifft  Geschwindigkeit  angeben. 

Das  Perihel  des  Jupiters  bewegt  sich  um  860®  in  876700  Jnlianisohen 
Jahren,  dasjenige  des  Saturru  in  58750  solchen  Jahren. 

Entwickelt  man  die  obigen  AnsdrClcke  f&r  öcobtv  nnd  esrnn  nach  den 
Potenzen  von  ty  so  erhält  man  die  Reihen 


LI 


und  es  wird 


858 
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log  «0  = 

VdJh 
("57  jo" 


8.6740 , 
7.9981 , 

+  0".1948 , 
+  0".8476 , 


also  Werthe,  die  mit  den  im  yorigen  Panign^[>hen  erhaltenen  flbereinatimmen . 

Nach  Formel  (16)  erhalten   wir  folgende   Grenswerthe  fftr  die  Exeen- 
tridtftten 

3\.  0.0276  <e  <  0.0592  , 

$  0.0182  <  e"  <  0.0840 , 

welche  Grenaen  nicht  viel  von  den  Maximal-  und  Minimalwerthen  für  e  und 
ef  abweichen,  die  man  findet,  wenn  der  EinfloBB  Bflmmtlicher  Planeten  beiftck- 
flichtigt  wird.    Die  Periode  f&r  die  Excentricitftten  betragt 


860 


9i  -9% 


69600  Jahre. 


Die  Richtung  der  Bewegung  der  Perihelien  ist  eine  directe  (j,YorwPLrtB*% 
d.  h.  ftllt  mit  der  Bewegongsrichtong  der  Planeten  fiberein,  wie  es  nach  dem 
obigen  immer  der  Fall  sein  mnss. 


§  5.    Fortsetzung.    Seculare  Störungen  der  Neigungen 
und  der  Knoten.    Bedeutung  der  unveränderlichen  Ebene. 

Die  Differentialgleichnngen,  welche   die  Bewegung  der  Bahn- 
ebene bestimmen,  waren 


(1) 


du 
~dt 

dv 
~di 

du^ 
dt 

dv' 
dt 


=      «1  (ü  -  r'), 
=      «i'  (tt  -  tt') . 
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Ans  diesen  Gleichnngen  leitet  man  die  folgenden  ab: 


(2) 


woiana 


(3) 


du    ,       dv  t    j  ^ 


,  <*«' 


,dr' 


^  +  r'^ --*,'(»«'-«»'), 


,/    du    ,      dv\   ,        [  .dv(,.dtif\       n 


Weiter  bekommt  man  unmittelbar 


(4) 


,  du    ,        duf 
*i  ~dT  '^^   dt 


,  dv 


'^    d 


7-  +  *i 


d^ 
dt 


=  0, 


=  0. 


Die  Gleichnngen  (3)  nnd  (4)  können  unmittelbar  integrirt  werden, 
und  man  erhSlt 

(5)  ]  «i' »  +  «1  w'  =  c^ , 

wo  Cj,  c,  nnd  c,  drei  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Die  Belationen  (6)  entsprechen  in  diesem  Falle  den  Flächen- 
integralen, um  dies  zu  beweisen,  gehen  wir  zu  den  allgemeinen 
Ausdrücken  für  diese  Integrale  V  §  9  (18)  zurück,  welche  lauten 


/9ya(l-tf«)8inisinfl  +  /?'ya(l-Osini'8infl'«     c 


(6) 


1  f 


/?Va(l-tf«)sinfcosß+/?'ya'(l-08iii«'co8fl'  = 


—  c 


ß^a  (1  —  e*)  cos  t 


/y  ya'(l-0  cost' 


<- 


Wenn  wir  uns  erinnern,  dass 


tt  =  sin  t  cos  Si,      V  =s  sin  t  sin  ß, 


m's  sin r cos  Süy      v'=  sin i' sin  S^ 
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und  die  Unke  Seite  von  (6)  nach  Potenzen  von  u,  v,  u',  v  ent- 
wickeln, 80  bekommen  wir  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (6),  in- 
dem wir  die  Glieder  dritten  Grades  yemachl&ssigen, 

(7) 

l  ß-fin  +  ß^^'u^-c^'. 

Nun  ist  aber  nach  §  8  (16) 

ß'Sfä  «  k^rnm -y , 

und  wird  der  Werth  §  8  (17)  für  x^  und  »^'  berücksichtigt,  so  finden 
wir  in  der  That,  dass  die  Gleichungen  (7)  mit  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (5)  zusammenfallen. 

Die  dritte  Gleichung  (6)  ist  offenbar  nur  als  ein  Theil  der 
dritten  Gleichung  (6)  anzusehen. 

Wird  im  Besonderen  die  unveränderliche  Elbene  als  Grund- 
ebene benutzt,  dann  sind  c^'  und  c^\  also  auch  c^  und  c^,  gleich 
Null,  und  nach  (5)  hat  man  dann 

(8)  --.-^«-_. 
Schreiben  wir  dies  in  der  Form 

(8*)  T-^' 

so  folgt  also,  dass 

(9)  tgfl«tgfl'. 

Die  Knotenlimen  der  beiden  Planetenbahnen  auf  der  unverändert 
liehen  Ebene  fallen  also  zueammen.  Dies  ist  das  bekannte  Theoreui 
von  Jacobi,  das,  wie  in  V  §  9  bewiesen  wurde,  für  alle  Potenzen 
Yon  tt,  o  u.  s.  w.  seine  Gültigkeit  behält.    Wir  haben  also 

(10)  ß  ==  iy  +  180^ 

Man  kann  aber  hier  noch  einen  wichtigen  Satz  ableiten,  daas 


§  5.    JFbrtsetxung.     Seoulare  Störungen  der  Neigungen  u.  e.  to.     861 

nämlich  die  Neigungen  der   beiden  Bahnen  gegen  die  unveränderliche 
Ebene  eonstani  bleiben. 

Es  ist  in  der  That  nach  (8) 


t?  tt'  —  M  r'  =  0 , 


und  also  nach  (2) 


du     .         dv         r. 

«^r  +  ^^r-O' 

j  du'     .     ,  dtf         ^ 

welche  Gleichungen  den  betreffenden  Satz  enthalten. 

Man  hat  also  hier  eine  einzige  Grösse  zu  bestinunen,  nämlich  die 
Bewegung  der  gemeimamen  Knotenlinie  auf  der  unveränderlichen  Mene, 

Man  hat  aber 

/i /VW  >*   •  •  dSc  du  dv 

undy  wenn  man  die  Ausdrücke  (1)  f)ir  -^  und  -^  einsetzt, 

at  Qt 

fOD^i-jj  «  —  «1  (tt*  +  r*)  +  «,  (tttf'  +  »»'), 

oder  nach  (8),  und^  indem  man  durch  die  Grösse 

sin*  i  =  tt*  +  r* 
diTidirty 

(11)  ^ («x  +  O- 

Die  gemeinsame  Knotenänie  bewegt  eich  cdso  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  riiekwärts  und  zwar  jährlich  um  den  Werth  x^  +  a^'. 

Wird  statt  der  unveränderlichen  Ebene  eine  andere  XF-Ebene 
gewählt,  so  wird  die  Bewegung  scheinbar  complicirter  herausfallen. 
Wir  haben  in  §  3  gefanden,  dass  die  Enotenlinie  der  Jupiters- 
bahn auf  der  Ekliptik  1850.0  sich  augenblicklich  um  6''.233  oor- 
ufärts  bewegt,  und  dass  der  Knoten  der  Bahn  von  Saturn  sich  in 
einem  Jahre  um  8".859  rückwärts  bewegt.  Man  könnte  diese  Zahlen 
leicht  aus  dem  eben  bewiesenen  Satz  (11)  ableiten. 
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Die  Bestünmimg  der  Lage  der  nnyer&nderlichen  Ebene   ge- 
schieht mit  Hilfe  der  Oleichungen  V  §  1  (20) 


(12) 


. 


tg;^8ini7=      ^ 


^' 


tgyco8/7«-^, 


wo  c^'\  c^'  und  e^'  aus  (6)  berechnet  werden.  Eb  bedeutet  hier  / 
die  Neigung  der  unveränderlichen  Ebene  gegen  die  X  7- Ebene 
(z.  B.  die  Ekliptik)  und  77  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
auf  dieser  Ebene. 

Beispiel.    Wollen  wir  diese  Formehi  aof  das  System  Sonne — Jupiter — 
Saium  benutzen,  so  erhält  man  suerst  ans  (6)  mit  Anwendung  der  Zahlen  in  §  8 

Ci"  «  +  109.65 , 
+  28.98 , 
+  8962.0 , 


// 


// 


und  hieraus  nach  (12) 


n  -  104«.78 , 
Y  -      1'.64 , 


Zahlen,  die  nicht  viel  yon  denjenigen  abweichen,  die  man,  unter  Berück- 
sichtigung sämmtlicher  Planeten  für  die  Lage  der  unTerSnderlichen  Ebene  in 
unserem  Planetensystem  erhfilt. 

Die  Bewegung  der  gemeinsamen  Elnotenlinie  auf  der  unTerSnderlichen 
Ebene  wird  nach  (11)  erhalten.    Es  ist  nun 

xi  -    7".85 , 
X,'-  18".15, 


ako 

dO, 

dt 


-  25".50 . 


Für  die  Neigung  der  Bahnen  yon  Jupiter  und  Saturn  gegen  die  unver- 
änderliche Ebene  erhalten  wir  die  Werthe 

-21.  h  =  0«.862 , 

^  ii'='0«.890, 
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und  f&r  die  (gegenwftrtigeo)  Längen  der  Knoten 

Q|.  i^i^  806^88 , 

^  i^'«  126^88. 


Zahlen  weiden  durch  eine  trigonometriache  Bechnong  bxlb  den 
Werthen  in  §8  für  t,  il2,  t',  S2,'  abgeleitet  Wir  werden  die  hierfür  erfbrder- 
liehen  Formehi  in  einem  der  folgenden  Paragraphen  geben. 


§  6.    Beliebige  Zaiil  von  Planeten.    Seeulare  Störungen 

der  eiliptleGhen  Bahn. 

Wir  haben  in  §  2  die  allgemeine  Form  des  secularen  Theiles 
der  Störongsfonction  gegeben^  wenn  eine  beliebige  Zahl  von  Planeten 
vorhanden  ist    Führen  wir  die  Bezeichnungen 


(1) 


und 

Cn  [h  f]  =  (t,  1)  +  (t,  2)  +  .  .  .  +  (t,  n) 

ein,  80  kann  man  den  von  den  Excentricitäten  abhängigen  Theil 
Ton  [F],  den  wir  mit  [F]^  bezeichnen,  in  der  Form 

(2)  [n = *^  §[«■»  j]  (li  ij + ^i  vp 

schreiben.    Die  entsprechenden  Differentialgleichungen  lauten: 

^^^  dt  ■"    dfii  '         dt  "■        oft 

(i  =  l,  2,  ...,  n), 

Wtkrden  in  [F]^  nur  die  Quadrate  von  |  und  17  vorkommen, 

» 

so  dass 
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80  würden  die  Gleichungen  (3)  die  Form 


(4) 


dt 

d% 
dt 


-      CtVo 


annehmen,  und  das  Integral  könnte  dann  unmittelbar  hingeschrieben 
werden. 

Nun  haben  wir  aber  in  I  §  4  bewiesen,  dass  eine  quadratische 
Form  —  wie  es  [J^^  nach  (2)  ist  —  durch  eine  orthogonale  Sub- 
stitution in  eine  Summe  von  nur  Quadraten  umgeformt  werden 
kann.  Und  da  es  leicht  zu  zeigen  ist,  dass  bei  einer  orthogonalen 
Substitution  die  canonische  Form  der  Differentialgleichungen  bei- 
behalten wird,  so  lassen  sich  also  die  Gleichungen  (3)  in  die 
Form  (4)  überführen. 

Wir  führen  also  statt  |^ ,  1, ,  . . .,  |^  die  neuen  Veränderlichen 
Sij  S^n  . .  .,  B^  durch  die  folgenden  Gleichungen  ein: 


(5) 


wo,  weil  die  Substitution  orthogonal  ist  nach  I  §  4,  zwischen  den 
Coeffidenten  die  Relationen 


(6) 


y,^y,,  =.o  =  2y/.<yw     0»4=»). 


(6*) 


Yt^»    =i  =  2y/.<* 


bestehen.    Hieraus  folgt  nun,  dass  umgekehrt 


(7) 


BeUMge 


Statt  der  Orössen  i?j,  17,,  ., .,  17^  führen  wir  gleichfalls  die 
neuen  Veränderlichen  Y^^  Y^y  . . .,  Y^  ein  nnd  zwar  durch  dieselbe 
Substitution  (also  mit  denselben  Coefficienten  /^.). 

Wir  wollen  zuerst  beweisen,  dass  die  canonische  Form  der 
Differentialgleichungen  auch  für  die  neuen  Veränderlichen  gilt 

In  VI  §  1  haben  wir  bewiesen,  dass  hierfür  erforderlich  ist,  dass 


(8) 


I      0  für  t  4=  r 


WO  wir  folgende  Bezeichnung  angewandt  haben; 


Nun  ist  aber  nach  (7) 


8 f.  -/.«' 

dl?. 

anmittelbar  erhalten 

[^.  ^]  =  0 

=  [y*.  n], 

\.K  YJ  =  -^ 

>.jy.r. 

«s. 


welche  Summe  nach  (6)  gleich  Null  ist,  wenn  i-^r,  und  gleich  der 
Eünheit,  wenn  t  a  r.    Die  orthogonale  Substitution  ist  also  canonisch. 
Wir  haben  in  I  §  4  gesehen,   dass   wir  durch  eine  geeignete 
Bestimmung  der  Coefficienten  y^.  erhalten 

(9)  i2P./iiii>-*g'*'S;*- 

Die    Coefficienten    s^    sind    als    Wurzeln    der    Fundamental^ 
gleiehung 
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(10)      L 


[1,1]-*,  [1,  2],  ...,  [1,  n] 

[2,1],     [2,2]-*,  ...,  [2,  n] 


[«.  1]. 


[n,  2],  ...,  [«,  n]-» 


=^0 


gegeben.  Ist  «,  eine  beliebige  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  werden 
die  entsprechenden  T'-Goeffidenten  —  yt»  —  <^<u  d^""  folgenden 
System  von  Gleichongen  bestinunt: 


(11) 


f  ([1,  l]-.,)yi,+         [1,  2]y„  +  ...+ 
[2,  l]y,,  +  ([2,  2]-*,)y,,  +  . . .  + 


[1,  «Jy«»  =  0, 

[2,  n]y.,=0. 


[«.  l]yi»+  ["'  2]}',,  +  ...+([n,  «]-*,)y„-0. 


wozu  noch  die  aus  (6*)  erhaltene  Gleichung 

'  Yir*  =  1 


(in 

kommt 

Die  Dififerentialgleichimgen  für  die  neuen  Veränderlichen  sind 
nun  von  der  Form 


(12) 


wo  nach  (9)  und  (2) 

(12«) 

und  es  wird  also 


(18) 


dt 

dYj 
dt 


«      s^Y^ 


«-*,Ä, 


(i«  1,  2,  . .  .,  ii). 


Die  Integrale  dieser  Gleichungen  lauten: 


(14) 


s;=    j/;  cos  (*,  /  +  Ä) 


(i=  1,  2,  ...,  n). 
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wo  M^y  . . .,  J^;  ß^^  . .  .,  ß^  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
Setzt  man  nnn  endlich  diese  Ausdrücke  in  (5)  ein,  so  erhalten  wir 


(15) 


«md 


{   li**     rii*iCOs(*i^  +  /?i)  +  yi,JM;cos(*,^  +  /9,)  +  ... + 

+  y,,JK;cos(5„^  +  /JJ, 


!•  =    y«i^i  «>8('i '  +  A)  +  y„^cos(*,^  +  A)  + . . .  + 

i?i  -  -  /n  ^1  Bin(*i  ^  +  A)  -  Y\%^  8in(«, f  +  /?,)-...  - 

u.  s.  w. 


womit  die  Integration  vollständig  ausgeführt  ist 

Es  lassen  sich  nnn  aus  den  Eigenschaften  der  orthogonalen 
Sabstitation  gewisse  allgemeine  Schlüsse  über  die  Integrale  ziehen. 

Erstens  haben  wir  in  I  §  4  gesehen,  dass  sämmtliche  Wurzeln  s^ 
der  Fandamentalgleichang  (10)  reell  sind. 

Man  kann  auch  beweisen,  dass  dieselben  alle  posith  sein 
müssen.  Zu  dem  Zweck  wollen  wir  zeigen,  dass  \F]  für  alle  Werthe 
Ton  li,  . . .,  1^;  i7i,  •  •  •>  ^n  ^^^  ^80  auch  für  alle  Werthe  von 
Sif  •  9»  S^\  ^1  ^  •  •  •  >  ^n  öinen  positiven  Werth  haben  muss.  Es 
ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  es  sich  nur  um  diejenigen  Glieder  in 
[K]  handelt,  die  von  |^  und  17^  (t  =  1 ,  2,  . . . ,  n)  abhängig  sind. 

Nach  §  2  ist  nämlich 


[n=2Ä;(ii^ii)+2Ä«'(^p^i). 


wo 


j!,'(*.,x;=*««,m,{iJ,K.  «4$  +  ^l  "*^»^'*''^^7^1 
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Diesen  Aasdrack  kann  maa  aber  in  der  Form 


(16) 


+ 


(AK,«;-AK.«;)(^  +  f)) 


^  k*m,mAjD   I  x,    _    ttj  \» 

6  I  *ly^   y^ij 


+ 


<A  -  ^  (f  +  f )) 


schreiben.  Da  indessen  nach  §  4  (9)  ^^  (a^,  a^  grösser  als  ^^  (a.,  a^ 
ist)  so  findet  man  hieraus,  dass  B^'{x.j  xp  stets  positiv  ist,  und  folg- 
lich ist  auch  [F]  stets  positiv. 

Führt  man  die  Veränderlichen  S^  und  Y^  ein,  so  ist  andererseits 


welcher  Ausdruck  also  ftr  alle  Werthe  von  äj  ,  . ..,  J^;  Yj ,  ...,  T, 
positiv  sein  muss^  was  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  sämmüiche 
Coefficienten  *^(i  =  1 ,  2,  . . .,  n)  positiv  sind. 

Das  Zeichen  der  Grössen  s^  steht  mit  der  Bewegungsrichtong 
der  Perihelien  in  engem  Zusammenhang.  Weil  die  Grössen  s^ 
positiv  sind^  so  folgt  nämlich,  dass  die  mittlere  Bewegung  der 
Perihelien,  wenn  eine  solche  existirt,  auch  positiv  sein  muss. 

Da  genähert 

I  =      yAe  cos  n , 


iy  =  — •  yÄesin  n, 


so  ist,  nach  (15), 


(17) 


yÄ,et 008 «j  =  fn  ^i  cos (»j  t  +  ßj)  +  y„  A/, cos (*,  <  +  /?,)  + 
yii^e,  sin  31.  -rnM^mn  (»,  <  +  /?,)  +  y„  JM^  sin  (*,  <  +  /?,)  + 
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Diese  Gleichnngen  geben 

(lo)  ^ 

und 

woraus  e^  nnd  n^  berechnet  werden  können. 

Aus  (18)  folgt,  mit  Sücksicht  anf  die  Bedingongsgleichnngen  (6) 
und  {6%  dass 

(20)  ^A,e,^^M,*  +  ...  +  M^\ 

welche  Gleichung  den  schon  behandelten  Stabilitätsbeweis  von 
Laplacb  für  die  Excentridt&ten  enthält 

Dass  thatsächlich  eine  mittlere  Bewegung  der  Perihelien 
existirt  —  und  zwar  eine  positive  — ,  würde  man  wahrscheinlich 
allgemein  aus  (19)  oder  (17)  ableiten  können.  Es  liegt  indessen 
bis  jetzt  kein  solcher  Beweis  vor,  und  nur  unter  spedellen  An- 
nahmen in  Bezug  auf  die  Coefficienten,  die  indessen  f&r  das 
Planetensystem  von  grosser  Bedeutung  sind^  ist  die  Bewegung  des 
Perihels  näher  studirt  worden. 

Der  wichtigste  von  diesen  Fällen  ist  der«  dass  einer  von  den  Coef' 
fieienten  /^^  M^  grosser  ist  als  die  Summe  aller  anderen.  Es  ist  dabei 
Toransgesetzt^  dass  die  Coefficienten  alle  positiv  genommen  werden. 

Wir  nehmen  z.  B.  an,  dass 

(21)  |yn^J>|y«^,l  +  .--  +  |y*.^»l, 

und  wir  können  dann  beweisen,  dass  das  Perihel  die  mittlere  Be- 
wegung g^  besitzt. 

Wir  bekommen  in  der  That  aus  (17) 


(22^ 


l^^e,co8(w,-yi^-/9i)=y,i3fi  +  2y«^*<^^^(^*"5'i^+Ä^Ä)' 
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und  also 

(22)         tg(Ä  -  ^1  ^  -  Ä)  = 2r**Jfc«i°(^^^^^M^ft-ft) 

In  Folge  der  Ungleichheit  (21)  kann  der  Nenner  in  (22)  nie 
gleich  Null  werden,  und  folglich  wird  tgC^^  — ^^  ^  — /?J  niemalB 
unendlich.  Das  Perihel  hat  demnach  die  mittlere  Bewegung  g^ 
Aus  (22*)  findet  man,  dass  cos  (^r^  ^  ffit  —  ßi)  dasselbe  Zeichen  hat 
wie  Y^y^   My    Setzt  man  also 

(23)  ^i^fflt+ß,'+Py 

wo 

ßi  =  ßi  y 

wenn  y^M^  positiv  ist,  und 

/9/«ft  +  180% 

wenn  y.^  M^  negatir  ist,  so  muss  F  immer  numerisch  kleiner  alt  90^ 
bleiben.  Die  Richtung  des  Perihels  weicht  also  immer  weniger  als 
90®  von  derjenigen  Richtung  ab,  welche  von  einer  Linie  angegeben 
wird,  die  mit  der  X-Achse  einen  Winkel  gleich  g^t  +  ß^  bUdet 

unter  den  grossen  Planeten,  die  um  die  Sonne  kreisen,  ist 
die  Ungleichheit  (21)  für  alle  Planeten  erftdlt  mit  Ausnahme  der 
Erde  und  der  Tenus.  Es  ist  indessen  wahrscheinlich,  dass  auch 
diese  Planeten  eine  mittlere  Bewegung  (positiv)  besitzen,  obgleich 
die  Schwankungen  hier  mehr  als  90®  betragen  können. 

Ist  die  Ungleichheit  (21)  nicht  erfüllt,  so  scheint  die  Behand- 
lung des  Problems  nicht  mehr  so  leicht  Ich  verdanke  Herrn 
G.  B.  S.  Cayaluk  aus  Oestersund  folgende  interessante  Bemerkungen, 
welche,  obgleich  dieselben  das  Problem  nicht  endgültig  losen,  viel- 
leicht den  richtigen  Weg  zur  Behandlung  der  Frage  anzeigen. 

Gesetzt 

so   erhalten   wir  aus  (17),   indem   man   die  zweite   Gleichung   mit 
y—  1  multiplicirt  und  die  Gleichungen  addirt, 
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(24)  y/^~^  =  2^,e>^^<'"+^\ 


r=. 


WO  t  eine  reelle  nnabhängige  Veränderliche  bezeichnet,  and  A^^  g^ 
und  /9^  reelle  und  constante  Grössen  sind.  Es  ist  weiter  erlaubt 
anzunehmen,  dass  die  Coeffidenten  A^  von  Null  yerschieden   sind. 

CayaiiLIn  macht  über  die  Grössen  y^ ,  . .  ,j  g^  die  Annahme, 
dass  sie  rationale  Zahlen  sind,  was  zwar  nicht  allgemein  gültig 
ist,  jedoch  insofern  berechtigt  ist,  als  man  besonders  bei  nume- 
rischen Bechnungen  näkerungnoeiMe  diese  Annahme   machen   kann. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  rationalen  Zahlen  g  als  Brüche 
mit  demselben  Nenner  geschrieben  werden,  also 


(25) 

ffi  = 

f9ii                     f7i|                       fn« 

und  aetzen  noch 
(26) 

<=^,*»'-^^ 

80  dass 

(27) 

Wir  nehmen  ausserdem  an,  dass  die  Grössen  g^  von  einander 
Terschieden,  imd  nach  der  Grösse  so  geordnet  sind,  dass 

(28)  9i>9%>''>9n^ 
woraus 

(28*)  iWi  >  m,  >  . .  .  >  m^. 

Setzt  man  nun 

ZEii 

(29*)  z«e    ~    , 

so  lautet  die  rechte  Seite  von  (27) 

(29)  ^ä;z^  «  ^'z"-  {^+  ^^  +  •••  +  ^1 ' 
da  ^'  von  Null  verschieden  ist    Hier  ist 

(30)  Ih-^-^n*     /^«»«l-»»„i  •••! 

24» 


372  Theorie  der  seeuiaren  Störungen. 

nnd  also  nach  (28) 

Werden  die  Wurzeln  der  Gleichung  von  dem  jUj**  Grad 
(81)  ^+$^+---  +  l^  =  0, 

von  welchen  keine  gleich  Null  ist,  da  A^  z^O,  mit 


V  I  C  ■•••■' 


bezeichnet^  so  wird 


^Ä^e     .     13^21^.      -       "- ^^ 1 

oder 


Wird  diese  Gleichung  logarithmisch  differentiirt,  so  bekommt 
man,  indem  man  in  Betracht  zieht,  dass  2m^  +  ft^  »=  m^  +  m^, 

(38)        7W  +  V^47  =  ^^^'^  +  il|-*«^- 

Da  sowohl  X  und  y.  wie  auch  -J^  und  -^^  reelle  Grössen  sind« 

^'  d^  dt 

so  braucht  man  also  nur  in  der  rechten  Seite  von  (88)  die  reellen 
Glieder  von  den  imaginären  zu  trennen,  um  die  Ausdrücke  ftLr  -^  nnd 


dy 


zu  bekommen. 


dt 

Bevor  wir  diese  Trennung  ausführen,  wollen  wir  die  Bemerkung 
machen,  dass,  da  die  Unendlichkeitspunkte  der  Cotangensfimctionen 

gleich  0,  ±  Ä,    ±2n,  • . .  sind,  cotg  7~     niemals  unendlich  vrird 

ftlr  andere  Werthe  für  X^  als  solche,  die  reell  sind. 
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Setzen  wir  also 


80  finden  wir,  dass  q>{()  und  ip{i)  periodische  Functionen  mit  der 
Periode  2m  %  sind,  nnd  dass  "^(t)  immer  endlich  ist  Aus  (38)  nnd 
(34)  folgen  die  Gleichungen 

imd 

Herr  Cayallik  bemerkt,  dass  man  mittelst  einer  von  den  vielen 
Methoden,  die  zu  Gebote  stehen,  um  die  symmetrischen  Functionen 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  zu  berechnen,  die 
Function 


cotg 


2m 


bestimmen,  und  dann  durch  Trennung  der  reellen  und  der  imagi- 
nären Theile  die  Functionen  (p{f)  und  t^(<)  finden  kann.  Er  hat 
indessen  diese  Berechnung  nicht  ausgef&hrt^ 

Da  die  Function  ^^fß  {f)  periodisch  ist  und  nie  (für  reelle 
Werthe  von  t)  unendlich  werden  kann,  so  lässt  sie  sich  in  eine 
FouBiEB'sche  Seihe  entwickeln«  Hieraus  folgt,  dass  das  Perihel 
eine  mittlere  Bewegung  besitzt  Wird  das  constante  Glied  mit  K^ 
bezeichnet,  so  ist  der  Werth  dieser  mitüeren  Bewegung  gleich 

9i  -^9*  ,    IT 
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der  Bahnebenen. 

Die   Discussion   der   secularen  Störungen   der  Neigungen   und 
der   Enotenlängen   geschieht  in   ähnlicher  Weise,  wie   im   vorigen 


^  Nachdem  das  Obige  geschrieben  wurde,  hat  Herr  Cavalldi  Unter- 
sachiiDgen  über  diese  Frage  yeröffentlicht  (,,Meddelanden  £r&n  Lunds  Obser- 
▼atorimn'^    Nr.  19). 
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Paragraphen  die  entsprechende  Untersuchung  über  die  Excentrid- 
täten  und  die  Längen  des  Perihels.  Nur  wird  hier  von  den  Warzek 
der  Fundamentalgleichung  eine  Wurzel  gleich  Null,  und  die  anderen 
Wurzeln  sind  B&mmtlich  negatiiT. 

Nennt  man  den  seeularen  Theil  der  StArungsfunctiany  ireldter 
▼on  den  Neigungen  abhängt,  [F]^,  so  hat  man  nach  §  2 


(1) 

wo 

(2) 
oder 

(2') 


{.^  —  2-«"(ft.Pi)-2^'(?i.  9j). 


Wir  finden  hieraus  unmittelbar,  dass  [F]^  eine  wesentlich 
negative  Form  darstellt»  und  schliessen  hieraus^  dass  die  Wurzeln 
der  Fundamentalgleichung  negativ  sein  mttssen,  oder  ausnahmsweise 
gleich  NulL 

Führen  wir  die  Bezeichnungen: 


(8) 


l^l^J 


(«,»=i^J?iK,  «P 


«.^    = 


|i,  i| (i,  l)-(.-,  2)-...-(i,  n) 


ein,  80  wird 

(4)  cn='*2i'.iiO',Pi+?i7^) 

Es  ist  nun 


(4*) 


dt  dqt 


dqt 
dt 


(i=  1,  2,  ,.  .,  n) 


dpi 
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unter  Anwendung  der  orthogonalen  Snbstitation 


(5) 


ond  der  ähnlichen 


(B*) 


ft-yuA  +  '-'  +  yi«^«» 


/*• ""  y«!  "i  +  •  •  •  +  y««  "«• 


?i  -yu«i  +  --  +  yi«^. 


?»-y»iCi +  •••  +  /„«,, 


wo  zwischen  den  Coefficienten  die  Relationen  §  6  (6)  and  (6*)  be- 
stehen, wird 


(n 


[*T.»i2<'r(^-* +  «,*)• 


Die  Grössen  a^  werden  aus  der  Fundamentalgleichung 


(6)i>((T)« 


1,  l|-ir,  |1,  2|,...,  |l,n 

|2,  1|,    12,  21-iT,  ...,  |2,  n 


=  0 


n,  1  |,  |n,  2|,  .  . .,  |n,  n|  —  ir 

bestimmt. 

Die  Coefficienten   y^y    solche    einer    Wurzel  a^    entsprechen, 
werden  aus  den  Gleichungen 

( 1 1 .  1 1  -  <^r)  yi  r  +  1 1 .  2 1  y, ,  +  . . .  +  1 1 ,  n  I  y^ ,  =  0 
(ß*)  

erhalten. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  die  Fundamentalgleichung  (6) 
wenigstens  eine  Wurzel  hat,  die  gleich  Null  ist 

Nach  (1)  und  (2*)  folgte  dass,  wenn  man  setzt 


P\    _.  _P^_  _.        _    Pn 
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und  ebenso 

_?i    —    ^«    _ 


ya,    VA         1/3: 

[jP],  yerschiwinden  moss. 

Alfio  moss  für  dieses  System  von  Werthen  für  -fi-  tu  &  w.  auch 

VA 
die  Summe 

▼erschwinden,  was  aber  nur  möglich  ist,  wenn 

1)  entweder  sämmÜiche  P^  und  Q^  (1=1,  2,  ..,,  n)  gleich 
Null  werden,  in  welchem  Falle  nach  (5)  auch  sämmtliche  p.  und  q^ 
(t  »  1 ,  2 ,  . .  . ,  n)  verschwinden,  was  nicht  nothwendig  ist,  oiier 

2)  wenigstens  eine  von  den  Grössen  a^  Terschwindet. 

Wenn  (Tj  diejenige  Wurzel  ist,  die  gleich  Null  wird,  so  hat 
man  also  folgende  Ausdrücke  für  p^  und  q^: 


(7) 


5'i==--ya^iSin<yi-y«iV^2  8in(<7jf+<yj)--...-y,^A;,8in(<7„^+aj. 


In  ähnlicher  Weise,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  schliessen 
wir  nun,  dass,  wenn  einer  von  den  Coefficienten,  sagen  wir  y^^N^f 
numerisch  grösser  als  die  Sunmie  der  absoluten  Beträge  der  übrigen 
ist,  der  Knoten  eine  mittlere  Bewegung  gleich  a^  hat  Wäre  im 
Besonderen 

so  v^de  die  mittlere  Bewegung  des  Knotens  gleich  Null  sein,  und 
der  Knoten  würde  um  eine  feste  Linie  in  der  XZ-Ebene  periodisch 
hin  und  her  schwanken.  Es  ist  indessen  wohl  zu  bemerken,  dass  dies 
nur  möglich  ist,  wenn  die  unveränderliche  Ebene  nicht  als  Grund- 
ebene benutzt  wird.  Wir  werden  in  der  That  finden,  dass  das 
erste  Glied  in  (7)  nicht  mehr  vorhanden  ist,  wenn  die  Bahnen  auf 
die  unveränderhche  Ebene  bezogen  werden,  in  welchem  Falle  solche 
Schwankungen  um  eine  feste  Linie  nicht  mehr  möglich  sind. 

Wir  wollen   diejenigen  Werthe   für  y,j,   ...,   y^j    au&uchen. 
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welche  der  Wurzel  a  =  0   entsprechen.     Nach  (6*)   sind   dieselben 
durch  die  Oleichungen 

h*»  1  I  /ii  +  I  »»  2  I  y„  +  ...  +  I  I,  I  I  y,j  +  . . .  +  I  i,  n  I  y^^  =  0 

(i  =  1,  2,  ...,  n) 
bestimmt. 

Nnn  ist  aber  nach  (8) 

VÄh"»  1 1  +y^l^  2|  +...+y4;ii,  »1  =-v:4:ii,  i|. 

Folglich  sind  diese  Gleichungen  befriedigt,  wenn  man  setzt 


Nun  hat  man  aber  nach  (ö)  und  (5*) 

oder,  wenn  man  die  Werttie  f&r  y^^  einsetzt 

Man  hat  aber 

Pj  =5      iVj  cos^, 

Qj  =-  iVjSin*, 
und  genähert 

p^  =      y^^  sin  i^  cos  fi^, 


y^  =s  —  ^A^  sin  i^  sin  fl^ 
also 


(8) 


Y^A  N-^  cos  8^  =s  ^j  sin  t^  cos  fl^  +  . . .  +  ^^  sin  i^  cos  fl^^ , 


y^AN^  sin  ^j  =  ^1  sin  iij  sin  flj  +  . . .  +  ^^ sin  i^ sin  fl^ . 
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In  V  §  1  (20)  and  §  9  (18)  haben  wir  aber  gefanden,  daas  die 
Neigang  y  der  anveränderlichen  Ebene  and  die  Enotenl&nge  11 
darch  folgende  Formeln  gegeben  sind 


(9)' 


.  TT     ^1  sin it  C08 SL-hAmBUku  cos .Q.  +  . . .  +  ^ sin  t. cos .12. 

igycosll^  — — — ~^ — ^A  

.         •     TT       Ai Bin i,  sinSi i -^  J^ Binim änSL -^  ,.,-}- J^BUk in nnSlu  . 
igysmll^  — — — ^ \^  . 1 


werden  diese  Formeln  mit  (8)  yerglichen,  so  erhält  man 


(10) 


n-s,, 


wodnrch    die   Constanten  iV^    and   S^    eine    einfache    geometrische 
Deatang  erhalten. 

Ist  die  unveränderliche  Ebene  selbst  als  X  J-Ebene  angewandt, 
dann  ist  y  und  nach  (10)  aach  N^  gleich  Nall  and  das  erste  Glied 
in  (7)  kommt  nicht  mehr  vor. 

Es  ist  aas  dem  Obigen  einleuchtend,  dass  es  yom  mechanischen 
Gesichtspunkte  das  natürlichste  ist,  die  Bewegungen  der  Bahnebenen 
auf  die  unveränderliche  Ebene  zu  beziehen,  und  da  die  Ausdrücke 
für  die  Elemente  dann  auch  am  einfachsten  ausfallen,  so  scheint 
es  noch  mehr  zu  empfehlen  zu  sein,  diese  Ebene  als  ^Z-Ebene  in 
der  Mechanik  des  Himmels  zu  benutzen.  Am  wenigsten  ist  hierfür 
eine  solche  Ebene  geeignet,  welche  wie  die  mittlere  Ecliptik,  die 
man  gewöhnlich  als  Grundebene  benutzt,  in  Folge  der  secularen 
Störungen  der  Planeten  selbst  nicht  unbedeutenden  Schwankungen 
unterworfen  ist 


§  8.    Methode  von  Jacobi,  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 

numerisch  zu  berechnen. 

Die   Fundamentalgleichung    zur    Bestimmung    der   Grössen  j^ 
und  c.,   aus   denen   die   mittleren  Bewegungen  der  Perihelien  und 
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der  Knoten  abgeleitet  werden,  ist  eine  algebraische  Gleichung  in  g 
und  a  Yom  Grade  n,  wenn  n  die  Zahl  der  Planeten  bezeichnet 
Diese  algebraische  Gleichung  ist  in  der  Form  einer  Determinante 
mit  n'  Elementen  gegeben.  Wenn  man  diese  Determinante  in  ge- 
wöhnlicher Weise*  entwickelt,  so  bekommt  man  eine  Summe 
Yon  |ji_  Gliedern,  wo  jedes  Glied  aus  n  Factoren  besteht  Ist  die 
Zahl  der  Planeten  gross,  so  ist  die  rechnerische  Arbeit,  die 
f&r  diese  Entwickelung  erforderlich  ist,  sehr  gross.  Will  man 
die  secularen  Störungen  der  8  grossen  Planeten  im  Planeten- 
system berechnen,  so  würde  man  in  dieser  Weise  \%_=^  40320 
Glieder  bekommen,  jedes  aus  8  Factoren  bestehend,  und  da  einige 
Elemente  in  der  Determinante,  nämlich  diejenigen,  die  in  der 
Diagonale  stehen,  aus  zwei  Gliederu  bestehen,  so  wächst  diese 
2iahl  noch,  wie  Stockwell  hervorgehoben  hat,  auf  die  doppelte. 
Schon  die  numerische  Berechnung  dieser  Gleichung  „würde 
mit  Schwierigkeit  in  einem  Menschenleben  bewältigt  werden'^ 
(Stockwell). 

Man  musste  sich  also  nach  einem  indirecten  und  kürzeren 
Weg  umsehen,  um  diese  Wurzeln  zu  berechnen.  Die  Astronomen 
haben  sich  dabei  gewöhnlich  einer  Methode  bedient,  welche 
auf  die  besondere  Form  unseres  Planetensystems  passt,  und 
darin  besteht,  in  der  ersten  Annäherung  die  secularen  Störungen 
der  inneren  und  der  äusseren  Planeten  gesondert  zu  rechnen.  Ob- 
gleich man  in  dieser  Weise  thatsächlich  zu  einer  richtigen  Be- 
stimmung der  Werthe  der  Wurzeln  gelangt,  so  entbehrt  jedoch 
die  Methode  der  mathematischen  Strenge,  und  steht  auch  vom 
Standpunkte  des  numerischen  Rechnens  einer  Methode  von 
Jacobi  (Werke  YII  S.  97)  nach,  die  wir  jetzt  auseinandersetzen 
wollen.  * 

Die  Bedingungsgleichungen  §  6  (11)  schreiben  wir  in  der  etwas 
abgeänderten  Form  (indem  wir  die  Zeichen  der  Coefficienten  [t,  /], 
die  nach  §  6  (1)  negatir  sind,  ändern) 


*  Die  MeÜiode  von  Jacobi  ist  von  Ha&zkb   in   seiner  Arbeit  über  die 
aecnlaren  Störongen  der  grossen  Planeten  angewandt  worden. 
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f(»-[i,iM+-+     [i,«']?',+...+     [i,A]y»+-+     [i,»]y.=o, 


(1) 


•  •  •  • 

•  •  ■  • 


and  68  handelt  sich  nun  darum,  die  Wurzeln  der  Oleichung 


(2)     0=i)(,)= 


*-[l,l],       [1,2],...,        [l,n] 
[2,1],  «-[2,2],...,        [2,«] 


[n,  1],        [n,2],.,.,   *-[n,  n] 

zu  berechnen. 

Diese  Determinante  ist  zur  Diagonale  symmetrisch,  weil  nach 

§  6  (1) 

(3)  [i.jl^U.tl- 

Wenn  sämmtliche  Elemente  der  Determinante,  die  ausserhalb 
der  Diagonale  stehen,  gleich  Null  wären,  dann  wären  die  Wurzeln 
von  (2)  ein&ch  gleich  p,  i]  (e  =  1 ,  2,  . . .,  n).  Nun  besteht  die 
Methode  von  Jacobi  eben  darin,  durch  geeignete  Transformationen 
die  Coefficienten  ausserhalb  der  Diagonale  zu  verkleinern^  so  dass  die 
mit  dem  Minuszeichen  behafteten  Zahlen  in  der  Diagonale  sich  den 
Wurzelwerihen  beliebig  nähern. 

Wir  vertauschen  zu  dem  Zweck  die  zwei  Coefficienten  /,  und 
Yk  80?®^  zwei  andere  P^  und  P^^,  indem  die  anderen  Coefficienten  y^ 
unverändert  bleiben,  durch  die  Substitution 


(4) 


y^  =  COS  aP.  —  sin  aPj^, 
yj^  =  sin  aP.  +  cos  a  P^ , 


wo  cc  noch  unbestimmt  ist 

Betrachten  wir  nun  die  i^  und  die  h^  Beihe  und  multipliciren 
die  erstere  mit  cose^,  die  letztere  mit  sino;  und  addiren  die  Glei- 
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chnngen,  multipliciren  dann  die  t^  Reihe  mit  —  sin  cc,  die  k^  Reihe 
mit  cosa  und  addiren  wieder,  so  entstehen  die  folgenden  trans- 
formirten  Gleichungen 

0  =  ([t,  l]co8a  +  [Ä,  l]8ina)yi  +...  +  («- [t,  tJjP^  +  ...+ 

+  [t,  ÄjPj  +  . . .  +  ([t,  n]cosa+[Ä,  n]8ina)y^, 
0  =  (— [t,  l]8inÄ+  [k,  l]cos«)yi  +  . ,.  +  [*,  t]'P,  +  . . . + 

+  (« — [*,  kJ)Pj^  +  . . .  +(— [i,n]8inÄ+[A,n]cosa)y^, 

wo,  indem  man  die  Relationen  (3)  berücksichtigt, 

[i,  t]'  «  [t,  tjcos'a  —  2[k,  rjsinacosa  +  [ä,  Ä]8in*a, 
[Ä,  kj  ==  [i,  i]  sin*  a  +  2  [t ,  t]  sin  a  cos  a  +  [ä  ,  k]  cos*  a , 
[i,  *J  =  [t,  t]co8a8ina+[*,  t](cos*a— sin'a)— [ä,  Äjsinacosa, 
l  [A,  d'  =  [i,  AJ. 


(5) 


Wir  Terf&gen  nun  über  die  Grösse  a  so,  dass  der  neue  Coef- 
fident  [t,  kJ  verschwindet,  woftir  erforderlich  ist,  dass 

(6)  tg2a.-      2[t,*] 


Nach  (5)  hat  man 


[    [i,  t7  -  [Ä,  ÄJ  =  (p,  0  -  [A.  *])co82a  -  2  [*,  t] sin 2«. 

In   Folge   der  Gleichung  (6)   kann   die  letztere   Gleichung  in 
folgender  Form  geschrieben  werden 

[i,  t]'-[Ä,ÄJ--?M, 

*-  '    -*        L    *    j  8m2a 

oder  auch 


cos  2  a 


Durch  Quadriren   und  Addiren   erhält  man    aus   diesen   Glei- 
chungen 
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<P, .]'+  [&,  kj)»  +  ([.-,  .7-  [A,  A]')«co8»2«  +  ([«,  .•]'-  [*,  AJ)«in»2« 

=  (P,  i]  +  [*,  *])»  +  (P, «]  -  [*,  Ä])«  +  4[Ä ,  I]«, 

oder  nach  gehöriger  Beduction 

(8)  P,  tT  +  [Ä.  *r  =  P,  «T  +  [*,  *?  +  2[A, .?. 

Für  alle  anderen  Goefficienten,  welche  durch  die  Transformation 
berührt  werden,  gelten  die  Gleichungen 

(9)  [i,jT  +  [ä.jT*  =  [«■,/!'  +  [*./]'• 

Die  Fandamentalgleichang  (2)  geht  hierdurch  in  die  folgende 
Form  über 


(10)  0=i>(») 


.-[1,1]',...,  [i,iT,...,  [i,Ä]',....  [1,1.]' 

•  •  •                                                           • 
■  •  •                                                               • 

•  •  •                                                        • 

[t,  ij,.«-)  *  —  P>  «]'»•••>  *    »•••>  P>  ^T 

•  •  •                                                                    • 

•  •  «                                                               • 

[n,  1]',...,  [n,  iJ,.->  [^>  *L— >  «— [«»  »T 


wo  auch  diejenigen  Goefficienten,  welche  durch  die  Transfonnatioii 
nicht  verändert  worden  sind,  mit  einem  Strich  oben  versehen  siod. 
Anstatt  des  Goefficienten  [k,  ij,  der  durch  (6)  gleich  Null  gemacht 
worden  ist,  steht  in  (10)  ein  Stern.  Die  neue  Determinante  ist 
auch  symmetrisch. 

Nun  besteht  zwischen  den  Determinanten  (2)  und  (10)  der 
wichtige  Unterschied,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  ausserhalb 
der  Diagonale  befindlichen  Elemente  in  (10)  um  die  Summe  der 
Quadrate  von  [i,  A]  und  [ä,  z],  d.  A.  um  2[A,  i]*  Kleiner  geworden  ist 
als  in  der  ursprünglichen  Determinante,  und  dcLss  die  Summe  der 
Quadrate  der  in  der  Diagonale  befindlichen  Elemente  sich  um  dieselbe 
Grösse  vermehrt  hat 

Mit  den  Elementen  in  der  Diagonale  werden  hier  die  mit  dem 
Minuszeichen  behafteten  Zahlen  in  (2)  oder  (10)  yerstanden. 
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Dieser  Satz  geht  munittelbar  aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9) 
heiTor,  welche  die  ganze  Theorie  der  Methode  von  Jaoobi  enthalten. 

Die  Coefficienten  in  der  t^  und  A^  Beihe  (bez.  Columne) 
werden  durch  die  TranalKMnnation  yerändert,  die  übrigen  aber  davon 
nickt  berOhrt 

Macht  man  auf  die  neuen  Coefficienten  eine  ähnliche  Trans« 
formation,  so  wird  wieder  die  Summe  der  Quadrate  der  ausserhalb 
der  Diagonale  befindlichen  Coefficienten  um  den  doppelten  Betrag 
des  Quadrates  der  vernichteten  Coefficienten  verkleinert  und  man 
kann  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  diese  Summe  so  klein, 
wie  man  nur  will,  machen,  so  dass  sie  kleiner  werden  kann,  als 
jede  gegebene  noch  so  kleine  Grösse. 

Für  die  praktischen  Anwendungen  ist  es  natürlich  vortheilhaft, 
bei  jeder  Transformation  das  grdsste  vorhandene  Element  ausser- 
halb der  Diagonale  wegzuschaffen. 

Man  setzt  die  Transformationen  so  lange  fort,  bis  die  Zahlen 
in  der  Diagonale  eine  hinreichende  Annäherung  an  die  Wurzeln 
geben,  was  man  aus  der  Rechnung  selbst  beurtheilen  kann.  Die 
endgültige  Berechnung  der  Wurzeln  kann  noch  durch  ein  von 
Jaoobi  angegebenes  Annäherungsverfahren  beschleunigt  werden. 

Zur  leichteren  Beurtheilung  der  Methode  gebe  ich  noch  in  ab- 
gekürzter Form  die  von  Jaoobi  mitgetheilten  Zahlen  fllr  die  beiden 
ersten  Annäherungen  an. 

Gegebenes  System: 
0  I  II  m 

9.8655  9.1587  7.8700 

-11^812  10.6955  9.0999 

10.6955  - 12^^.971  9.7529 

9.0999  9.7529  ^t7".596 

8.8566  8.7888  8.8878 

6.9646  7.S812  7.4577 

5.8191  5.7826  5.7989 

Die  negativen  Zahlen  in  der  Diagonale  sind  in  Secunden  aus- 
gedrückt, fbr  die  übrigen  sind  die  Logarithmen  angegeben. 


0 

-5."510 

1     1 

9.8655 

2 

9.1587 

8 

7.8700 

4 

7.2604 

5 

5.8767 

6 

4.2157 

IV 

V 

VI 

7.2604 

5.8767 

4.2157 

8.8566 

6.9646 

5.8191 

8.7888 

7.8812 

5.7826 

8.8878 

7.4577 

5.7989 

-7".489 

10.8790 

9.0224 

10.8790 

-18".585 

9.6489 

9.0224 

9.6489 

-2".826 
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Ein  Blick  anf  das  Schema  zeigt,  dass  das  grGsste  Element 
ausserhalb  der  Diagonale  in  der  Reihe  4  und  der  Columne  V  steht 
Das  zweitgrdsste  kommt  in  Reihe  1,  Columne  U  vor.  Alle  anderen 
EHemente  sind  kleiner  als  die  Einheit  Wir  wollen  uns  ein  trans- 
formirtes  System  yerschaffen,  in  dem  die  betreffenden  Elemente  nicht 
mehr  vorkommen. 

Um  das  Element  (4,  V)  wegzuschaffen^  hat  man  nach  (6)  den 
Hil&winkel  a  so  zu  bestimmen,  dass 

woraus 

a  «  26^.88 . 

Hieraus  erhält  man 

Erstes  trans formirtes  System: 


0 

I 

n 

in 

IV 

V 

VI 

0 

-6".610 

9.8655 

9.1587 

7.8700 

7.2198 

6.8787. 

4.2157 

1 

9.8655 

-11".812 

10.6955 

9.0999 

8.8158 

7.9756. 

5.8191 

2 

9.1587 

10.6955 

-12".971 

9.7529 

8.7428 

8.4081. 

5.7826 

8 

7.8700 

9.0999 

9.7529 

-17".5962 

8.8468 

8.5100. 

5.7989 

4 

7.2198 

8.8158 

8.7428 

8.8468 

-8".668 

* 

9.4669 

5 

6.8787, 

7.9756, 

8.4081. 

8.5100. 

* 

-22".421 

9.5882 

6 

4.2157 

5.8191 

5.7826 

5.7989 

9.4669 

9.5882 

-.2".8259 

WO  ein  Stern  steht  f&r  das  yemichtete  Moment  Die  Zahlen  in 
der  4^  und  5^  Reihe  sind  verändert  worden  (und  also  auch  in 
der  4^  und  5^  Columne),  die  übrigen  sind  von  der  Transformation 
unberührt 

Nun   wird   das   Element  (2   I)   weggeschafft,  indem   man  den 
Hilfs  Winkel 

cc  =  4P.67 
benutzt.     Wir  bekommen  somit 
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Zweites  transformirtes  System: 


0 

I 

II 

in 

IV 

V 

VI 

0 

-5".510 

9.8088 

9.5799, 

7.8700 

7.2198 

6.8787, 

4.2157 

1 

9.8088 

-  7".897 

* 

9.6724 

8.7175 

8.8781, 

5.7117 

2 

9.6799. 

* 

-17".885 

9.5804 

8.4895 

8.1009, 

5.4231 

3 

7.8700 

9.6724 

9.5804 

-17".596 

8.8463 

8.5100, 

5.7989 

4 

7.2198 

8.7175 

8.4395 

8.8468 

-8".658 

* 

9.4669 

5 

6.8787» 

8.8781, 

8.1009, 

8.5100, 

* 

-22".421 

9.5882 

6 

4.2157 

5.7117 

5.4281 

5.7989 

9.4669 

9.5882 

-2''.826 

Der  nächste  Schritt  wäre,  das  Element  (0,  I),  das  hier  am 
grössten  ist^  wegzuschaffen  n.  s.  w. 

Die  endgültigen  Werihe  der  Wurzeln,  die  Jaoobi  erhält  (die 
numerischen  Rechnungen  sind  von  Seidel  ausgeführt  worden),  sind 


*o«  5".299, 
*i=  7".674, 
s^  «  17'M52, 
f3  =  17".863, 


=  3".716, 
«  22".427 , 
«    2".258, 


die   nach   10  Transformationen  erhalten  und   durch    ein  weiteres 
Ann&herungsyerfahren  noch  genauer  berechnet  werden.^ 

Die  obigen  Sechnungen  Jaoobi's  sind  vor  der  Entdeckung  von 
Neptun  gemacht,  und  beziehen  sich  auf  die  7  älteren  Planeten. 


§  9.    Resultate  von  Stockwell,  die  eecuiaren  Störungen  der 

groeeen  Planeten  betreffend. 

Die  Untersuchungen  von  Stockwell  sind  in  den  „Smithsonian 
Gontributions  to  Knowledge«'  Yol.  XVIII  (1870)  enthalten. 


^  Die  Abbandlnng  toxi  Jaoobi  findet  Bieh  in  Obillb's:  Journal  fBx  die 
rdne  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  80  (1846)  und  hat  den  Titel:  „Ueber 
eia  leichtes  YerfiEkhren,  die  in  der  Theorie  der  Säcolarstönmgen  Torkommenden 
Gleichungen  nnmeriach  aufiEuldaen'^    Werke  YII,  8.  97. 

Ghaxldr,  Maehaalk  des  Himmels.  I.  25 
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Er  geht  yon   den  folgenden  Werthen  der  Massen,  mitüeren 
Bewegungen  und  der  halben  grossen  Achsen  aus 


Mercur .    .       m' 


Yentis  .    .      f»° 


Erde 


m' 


m 


Man.    .    .     mP 


Jupiter .    .      m^  = 


Saturn  .    .      m^ 


Uranus 


m 


TU 


Neptun     .    rn^ « 


4865751  * 

1 
390000' 

1 
868689  ' 

1 
2680687  ' 

1^_ 

1047.879 ' 

^1^ 

350T.6    ' 

1 
24905    ' 

1__ 

18  780    ' 


fl'«5381016".2 ,  a'=0.3870987 

n"  »  210  6641.488 ,  a°  »  0.7238  323 

n™«  129  5977.440,  oP»- 1.0000000 

fp = 68  9050.9023 ,  a^  « 1.5236  878 

n^=  109256.719,  a^=5.202798 

n^=43996.127  ,  a^  =  9.588852 

fl^= 1 5424.5094  ,  a^=  19.183581 

„▼m  -  7878.993  ,  a^" = 30.033  86 


Bezeichnen  e*,  «",  e™  u.  s.  w.,  n\  3r",  w™  u.  s.  w.  die  Werthe 
der  Excentricitäten  und  der  Perihellängen  auf  das  Äequinoctium 
1850.0  bezogen,  so  nimmt  er  weiter  folgende  Werthe  f&r  die  Epoche 
1850.0  an: 


Mercur.    .    . 

6^-0.2056179   , 

«"  =    75»  7'0".0 

Venus  .    .    . 

6°  »  0.00684184 , 

«n  =  129  28  51.7 

Erde     .    .    . 

e"«  0.01677120, 

w™  «  100  21  41.0 

Mars     .    . 

6^^-0.0981324    , 

^  =  333  17  47.8 

Jupiter 

e^  -  0.0482  388    , 

n^  =    11  54  58.1 

Saturn .    . 

6^  =  0.0559956    , 

«^  =    90     6  12.0 

Uranus 

e^  =  0.0462 149    , 

n^  -  170  34  17.6 

Neptun 

.     6^  -  0.0091 7896 , 

n^  =    50  16  39.1 

Er  giebt  nun  die  secularen  Störungen  der  Excentricitäten  und 
der  Neigungen  in  folgender  Form 

r6(*)cosinf<*)»Jf/0cos(*i^+/9,)+J/,»co8(«,^+/9,)+Jf3«co8(f3f+/95)+etc. 
^^\tffi siujnK^-JlfjWain  (s^ ^+/9,)+if,W  sin(*j^+/9,)+ JlfjWsin («s^+/58)+etc 


und  erhält  für  die  Goefßcienten  folgende  Werthe: 
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Man  hat  also  z.  B.  für  Jupiter 

e'  COB  71^  =  -  0.0000  090  C08  (5".463  803  ^  +  88»  0'  38")  + 

+  0.0000  106  cos  (7".248  427  i  +  20«^50'  19")  - 

-  0.0000  011  COB  (17".014  373  i  +  335«  11'  31")  + 

+  0.0000  011  cos  (17".784  456  t  +  137®  6'  36")  + 

+  0.0000  636  cos  (0".616  685*+  67«  56' 35")  + 

+  0.0019  436  cos  (2".727  659  t  +  105«  3'  53")  + 

+  0.0431  601  cos  (3".716  607  i  +  28*  8'  46")  + 

+  0.0156  383  cos  (22".460  848  i  +  307»  56'  50") . 

Wenn  in  (1)  ein  Coefficient,  sagen  wir  M^^^  numerisch  grösser 
ist  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  übrigen  Goefficienten, 
so  wissen  wir  nach  §  6^  dass  das  Perihel  die  mittlere  Bewegang  «^ 
besitzt  Ausserdem  liegt  der  Werth  der  Excentricität  dann  noth- 
wendig  zwischen  den  Grenzen 

(2)  M^^2;<e<M^  +  2;, 

wo  JS*/  die  Summe   der  absoluten  Beträge   aller  Coefficienten  mit 
Ausnahme  von  M^  bezeichnet 

In  Folge  dieser  Sätze  zieht  nun  Stookwell  aus  Tafel  I  folgende 
Schlüsse  in  Bezug  auf  die  secularen  Störungen  der  Excentricitäten 
und  der  Perihellängen  der  grossen  Planeten. 

Für  den  Planeten  Merkur  hat  man: 

Maximum  if  ^  2  \  iP  \  =  0.2317  185.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.1158  598.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^  ist,  so  folgte  dass  M^ 
grösser  als  die  Summe  der  übrigen  GoefQcienten  ist;  folglich  hat 
das  Perihel  von  Mercur  eine  mittlere  Bewegung  gleich  «^  oder 
5'\463  803,  und  macht  einen  vollständigen  Umlauf  in  237197 
Jahren.    Der  Minimalwerth  der  Excentricität  beträgt  0.1214943. 

Für  den  Planeten  Venue  hat  man: 

Maximum  ^^2\W\  =  0.0706  329.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0353 164.  Da  keiner  von  den  Coefficienten  M^^  M^^  u.  s.  w.  diese 
Zahl  überschreitet^  [so  folgt,  dass  das  Perihel  der  Bahn  von  Venus 
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kme  müdere   Bewegung  besitzt,   und   dass  der  Minimalwerth   der 
Excentricität  gleich  Null  ist]. 

Für  die  Brde  hat  man: 

Maximum  tF  ^  2  \  M^  \  »  0.0677  352.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0338  676.  Da  diese  Zahl  grösser  als  irgend  einer  der  Coeffi- 
cienten  if^  ist»  [so  hat  das  Perihel  der  Erdbahn  keine  mittlere  Be- 
wegung, nnd  der  Minimalwerth  der  Excentricität  ist  gleich  Null]. 

Für  den  Planeten  Mars  hat  man: 

Maximum  e"^  ^  2  \  M"^  \  =0.1396547.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0698  274.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^  ist,  so  folgt,  dass  das 
Perihel  der  Bahn  von  Mars  eine  mittlere  Bewegung  hat  gleich  s^ 
oder  17'^.784  456,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0184  753  ist.  Stockwell  bemerkt,  dass  eine  kleine  Aende- 
rang  in  dem  angenommenen  Werth  der  Erdmasse  eine  beträcht- 
liche Aenderung  in  den  Grenzen  der  Excentricität  und  in  dem  Werth 
der  mittleren  Bewegung  hervorrufen  würde. 

Für  den  Planeten  Jupiter  hat  man: 

Maximum  e^  ^  2  \  iP  \  =  0.0608  274.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0304137.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  J//  ist,  so  folgt,  dass  das 
Perihel  der  Bahn  von  Jupiter  eine  mittlere  Bewegung  hat  gleich 
«7  oder  3''.716607,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0254  928  ist 

Für  den  Planeten  Saturn  hat  man: 

Maximum  e^  ^  2  \  M^  \  =  0.0843  289.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0421 644.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^^  ist,  so  folgt,  dass 
das  Perihel  der  Bahn  von  Saturn  eine  mittlere  Bewegung  hat  gleich 
^g  oder  22''.460  848,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0123  719  ist 

Für  den  Planeten  Uranus  hat  man: 

Maximum  e^  ^  2  \  M^  \  =  0.0779  652.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0389  826.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^^'  ist,  so  folgt,  dass 
das  Perihel  der  Bahn  von  Uranus  eine  mittlere  Bewegung  hat  gleich 
«7  oder  3".716  607,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0117  576  ist 

Für  den  Planeten  Neptun  hat  man: 
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Maximum  e^  ^  2  \  JI/^°  |  =  0.0146  066.  Die  Hälfte  davon 
ist  0.0072  533.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^T^  ist,  so  folgt,  dass 
das  Perihel  der  Bahn  Ton  Neptun  eine  mittlere  Bewegung  hat 
gleich  s^  oder  0".616  685,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Ezcen- 
tricität  gleich  0.0055  712  ist 

In  der  obigen  Zusammenstellung  habe  ich  die  Behauptong 
Stockwell'Si  dass  Venus  und  die  Erde  keine  mittlere  Bewegung 
des  Perihels  besitzen,  in  Elanunem  gesetzt,  weil  wir  aus  den  Yorigen 
Paragraphen  gesehen  haben,  dass  dies  noch  als  eine  offene  Frage 
zu  betrachten  ist 

Die  interessanteste  Bemerkung,  die  sich  an  diese  Zusammen- 
stellung knüpft,  ist,  dass  die  mittlere  Bewegung  der  Bahn  von  Uranus 
mit  derjenigen  der  Bahn  von  Jupiter  zueammenfäüt.  Mit  Hilfe  der 
Gleichungen  §  6  (17)  und  (19)  können  wir  hieraus  schliessen,  dass 
die  Länge  des  Perihels  der  Jupiterbahn  um  den  Werth  s^t  +  ßj 
periodisch  schwankt,  und  diejenige  der  Bahn  von  Uranus  um  den 
Werth  8jt  +  ß^  +  l  80^  Man  kann  aus  den  genannten  Gleichungen 
auch  die  Amplitude  dieser  Schwankungen  bestimmen,  und  zwar 
findet  Stockwell,  dass  sie  für  Jupiter  ±24^^10';  Üi  üranns 
±47^83'  betragen.  Die  Perihellängen  der  Bahnen  von  Jupiter 
und  Saturn  können  sich  also  höchstens  bis  auf  (180^  »24^10^ 
-47«33')  108^7'  nähern,  und  weichen  durchschnittlich  180®  von 
einander  ab. 

Indem  wir  nun  zu  den  secularen  Störungen  der  Bahnebene 
übergehen,  wollen  wir  zuerst  einen  wichtigen  Satz  über  die  ver- 
schiedene Form  der  Störungsausdrücke  bei  Benutzung  verschiedener 
Grundebenen  ableiten. 

Ist  die  Wahl  der  X  J-Ebene  eine  beliebige,  so  sind  nach  §  7 
(7)  die  secularen  Störungen  der  Bahnebene  durch  folgende  Formeln 
gegeben 

Pr=        yrl^lC08^i+y^aiV^,C08((7j^+^j)  +  ...  +  y^,iV;,COS(<7^^+^J, 

5',  =  -y,iJVi8m^,-y„iV,8in(<T,*+*,)+...+y,,iV,8in(ff,<+JJ, 


(a) 


WO 

p^  =      yX^  sin  i  ('')  cos  ß(^) , 
y^  =  -  y^sin  t»  sin  £i^^\ 
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und  ausserdem  war 


(c) 

wenn  y  die  Neigung  und  n  die  Enotenlänge  der  unveränderlichen 
Ebene  in  Bezug  auf  die  XT-Ebene  bezeichnet 
Nun  war  aber  nach  §  7  (7*) 

80  dass  die  Formeln  (a)  somit  in  die  folgenden  übergehen 

y^^sin  iW  cosi^»-)  =  ^A^igY  cos  17+  y^,  iV;  cos  («r,  ^  +*,)  +  ...  + 

+  y,,JV;co8K^+^J, 

y^i^sin iW  8infl(^)  =  y^Ttgy  8ini7+  y^,  JV;  sin  (atj  ^  +  ^,)  +  . . .  + 

+  y,,iV,sin(cr„^+JJ. 

Da  die  dritten  Potenzen  der  Neigungen  yemachlässigt  worden 
sind,  so  können  wir  sin  y  statt  tg  y  schreiben^  und  indem  wir  gleich- 
zeitig die  Bezeichnungen  etwas  abändern ,  um  den  Bezeichnungen 
Ton  Stockwbioi  näher  zu  kommen,  bekommen  wir  zuletzt 

^  sin iWcosfl^»")  =  sin y cos 77+  iVi(*'>C08 {p^t  +  S^  +  . . .  + 

+  JV<llC08((7n-l^+^n-l), 

sin  t^')  sinfl^*")  ==  sin  y  sin  11+  iV^W  sin  (<7j  ^  +  ^i)  +  . . .  + 

+  ^i^l^8in((rn-l^+<y„-l). 


(d) 


Hier  bedeuten  o-j ,  . . . ,  Cn^x  diejenigen  Wurzeln  der  Funda- 
mentalgleichung, die  von  Null  yerschieden  sind. 

Wir  haben  oben  angenommen,  dass  die  XF-Bbene  willktbrlich 
gewählt  ist  Wird  die  Neigung  und  die  Enotenlänge  in  Bezug  auf 
die  unveriuiderliche  Ebene  mit  tQ^*")  und  fi^^'')  bezeichnet,  so  giebt  das 
sphärische  Dreieck,  das  von  der  XT-Ebene,  der  unveränderlichen 
Ebene  und  der  Bahnebene  gebildet  wird,  die  folgenden  Belationen 
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(e*) 


'     sin  Iq  sin  (fi^ — /7)  =  sin  t  sin  (Q— 77) 

sin Iq  coB(fl^— 77)  =  —  cos  t  sin y  +  sin icos y  co8(fl  —  77), 


Wird  hier  die  dritte  Potenz  der  Neigungen  yemachlässigt)  so 
erhält  man,  indem  man  die  Gleichungen  bez.  mit  —sin 77,  cos 77 
und  mit  cos  77,  sin  77  mnltiplicirt  und  addirt 


(e) 


(f) 


^       sin  i^^*")  cos  fl^jW  =  sin  i^'')  cos  fl^'')  —  sin  y  cos  77, 
sin  ^(*'>  sin  fl^,<*">  =  sin  t W  sin  flW  —  sin  y  sin  77. 

Aus  (d)  und  (e)  erhält  man  somit 

sin  t;,w  cos  fl/)  =  J^^jW  cos  {c^t  +  S^)  +  ...  + 

(r) 
+  -^,-.1  COS  <T,.i  t  +  J»-.i) , 

sin lo^»") sin  fl^^'')  =  TVi^sin  ((Tj  t+S^)  +  ...+ 

+  iC-l  sin  (Tn-i  t  +  Sn-ij . 


Fig.  22. 

Wir  sind  also  zu  dem  bemerkenswerthen  Besultat  gelangt,  dass, 
wenn  es  sich  um  die  secularen  Störungen  handelt,  der  Äus" 
druck  für  sin  i  cos  Q  und  sinismii,  wo  i  und  £i  die  Neigung  und 
die  Knotenlänge  in  Bezug  auf  eine  beliebige  XY-Hbene  bezeichnetj  aus 
dem  Ausdruck  für  sini^cosÜQ  und  sini^sin  Q^j  wo  i^  und  ii^  die 
Neigung  und  die  Knotenlänge  der  Bahn  in  Bezug  auf  die  unveränderliche 
Ebene  bezeichnetj  einfach  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  die  Grössen 
sin y  cos  II  bez.  sin  /sin  II  addirt,  wo  y  und  II  die  Neigung  und  die 
Knotenlänge  der  unveränderlichen  Ebene,  auf  die  XT^Ebene  bezogen, 
bezeichnet. 
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Stookwxll  geht  von  den  folgenden  Werihen  ffir  t('')  und  Qf^^\ 
bezogen  auf  die  mittlere  EHdiptik  1850.0,  aus: 


Mercur .    . 

.    »1     »  7^  0'   8".2 , 

Ä«     =    46«  88'    8".2, 

Yeiiiis  .    . 

,     .     f »    -  8  23  84.4 , 

S^^    -    75  20  42.9, 

Erde     .    . 

.    »nx  «0     0    0.0, 

Ä™  -      0     0    0.0, 

Man     .    . 

.     t"  -  1   51     2.3 , 

n^   -    48  28  86.8, 

Jupiter .    . 

.     .    »^    -  1   18  40.3 , 

i2^    B    98  54  20.5 , 

Saturn  . 

.     .    ♦"  »  2  29  22.4 , 

n^  =112  19  20.6, 

Uranus .    . 

.     .     t'Tii  »  0  46  29.9 , 

Ä^«    73  14  14.4, 

Nepton  . 

.     .     »^  -  1   47     0.9 , 

ß^-  130     7  45.3. 

Für  die  Lage  der  unyeränderlichen  Ebene  leitet  er  folgende 
Werthe  der  Constanten  y  und  77  ab  (mittelst  der  Gleichungen  V 
§  1  (20)) 

y=      P35'ir.876, 

snp»>106  14     6.00. 


Aus  der  Gleichung  (e*)  erhält  er  nun  Ar  die  Neigungen  und 
die  Enotenlängen  der  Planeten  bezogen  auf  die  unveränderliche 
Ebene  folgende  Werthe: 


Mercur .    . 

.    .    V 

-6«20'58".08, 

^.' 

»    34«    8'11".12, 

Venus   .    . 

.     .     to° 

=  2  11  13.57, 

^« 

»    53  28  14.10, 

Erde     .    . 

.     ^^ 

s  1   85  19.376, 

Äo° 

»286  14     6.00  y 

Hais     .    . 

.    H"" 

-  1   40  43.70, 

^0-^ 

-  355  10  27.45  , 

Jupiter .    . 

.    %,^ 

»0  19  59.674, 

^' 

»316  21  41.44, 

Saturn  .    , 

.     .     to" 

-0  55  30.924, 

^o" 

»  122  48  32.66  , 

Uranus  .    . 

.     .     to^ 

-1     1  45.27, 

i2o^ 

=  310  26  39.78  , 

Neptun  . 

.      .      *o^ 

»0  43  24.845, 

Slo^ 

n.    32  54     1.10. 

Für  die   Wurzeln   <r^,  . .  .,  a^,   die  Grössen  S^,  . . .,  S^  und 

die  Coefifidenten  N^^^  in    Formel  (f)    erhält    Stockwbll    folgende 
Werthe: 
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§  9.     BeauUats  van  Stookwmll,  die  aeeuhrm  Störungen  beir.     395 
Man  hat  also  z.  B.  für  Jupiter: 

sin  V  coei^o^  -  -  0.0000  252  coß  (-  5".126  112  *  +    21<>   6'  2e".8)  + 

+  0.0000095  CO«  (-  6".592  128  t  +  132»  40'  57".8)  - 

-  0.0000  025  COi  (-  17".39S  390  ^  +  292<>  49'  53".2)  - 

-  0.0000  001  COB  (— 18".408  914  t  +  251<>  45'  8".6)  + 
+  0.0011  993  COB  (-  0".661  666  t  +  20«  31'  24".6)  + 
+  0.0008;794  cos  (-  2".916  082  t  +  133«  56'  10".8)  + 
+  0.0063  005  COB  (-25".934  567 1  +  306«  19'  21".2) . 

Aus  dieser  Tafel  zieht  man  folgende  Schlüsse  für  die  secu- 
laren  Störungen  der  Neigungen  und  der  Enotenlängen  in  Bezug 
auf  die  unveränderliche  Ehene. 

Für  den  Planeten  Mereur  hat  man: 

MaTrimum  sint^'  =  ^  |  J\^^'  |  s  0.1595008,  entsprechend  einer 
Neigung  von  9^0^41^  Die  Hälfte  dieser  Zahl  ist  0.0797  504. 
Da  sie  kleiner  als  JV^^  ist,  so  folgt,  dass  N^^  grösser  als 
die  Summe  der  übrigen  Goeffidenten  ist;  folglich  hat  der  Ejioten 
der  Bahn  von  Mereur  auf  der  unveränderlichen  Ebene  eine  mittlere 
Bewegung,  die  gleich  a^  oder  —  5M261 12  ist  Der  Minimalwerth 
der  Neigung  beträgt  4<>  44'  27". 

Für  Fenus  hat  man: 

Maximum  sin  ^"  =  0.0570  719,  einer  Neigung  von  3<»  16' 18" 
entsprechend.  Da  keiner  von  den  Goef&cienten  N^^  grösser  als  die 
Hälfte  der  obigen  Zahl  ist,  so  ist  die  Frage  über  die  mittlere  Be- 
wegung des  Knotens  der  Venusbahn  unentschieden. 

Für  die  Urde  hat  man: 

Maximum  sin  t^""  =  0.0540818,  einer  Neigung  von  3^6'0"  ent- 
sprechend.  Da  keiner  von  den  Coefficienten  NJ^^  grösser  als  die 
Hälfte  dieser  Zahl  ist,  so  muss  die  Frage  über  den  Werth  der 
mittleren  Bewegung  des  Knotens  der  Erdbahn  noch  offen  gelassen 
werden. 

Für  den  Planeten  Mars  hat  man: 

Maximum  sin^*^  =  -2"  |  iV^^  |  =  0.1033  795,  einer  Neigung  von 
5<>56'2"  entsprechend.  Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist  0.0516  898. 
Da  keiner   der  Coefficienten  N^^^j  I/^^^  u.  s.  w.   grösser  als  diese 


396  TTieorie  der  seoulaten  Störungen, 

Zahl  ist^  80  mnss  die  Frage  über  den  Werth  der  mittleren  Bewegung 
des  Knotens  der  Marsbahn  noch  offen  gelassen  werden. 

Für  den  Planeten  Jupiter  hat  man: 

Maximum  sin  i^  ^  2\  N^  \  »  0.0084  166 ,  einer  Maximal- 
neigong  gegen  die  unveränderliche  Ebene  von  0^28' 56"  ent- 
sprechend. Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist  0.0042  088.  Da  diese 
Zahl  kleiner  als  N^^  ist,  so  folgt,  dass  der  Knoten  der  Bahn  Yon 
Jupiter  eine  mittlere  Bewegung  gleich  ^25".934  567  besitzt  Der 
Minimalwerih  der  Neigung  beti^  0^14' 23". 

Für  den  Planeten  Saturn  ist:  , 

Maximum  sinto"^  »  JS'  |  iVT^  |  »  0.0176859,  einer  Neigung  yon 
PO' 39"  entsprechend.  Die  H&lfte  der  obigen  Zahl  ist  0.0088180. 
Da  diese  Zahl  kleiner  als  iV^^^  ist,  so  folgt,  dass  der  Knoten  der 
Bahn  von  Saturn  eine  mittlere  Bewegung  besitzt  gleich  oy,  oder 
25".934  567.    Der  Minimalwerih  der  Neigung  beträgt  0M7'16''. 

Für  den  Planeten  Uranus  ist: 

Maximum  sin  ^^  =  -2  |  iV^^^  |  =  0.0195  381 ,  einer  Neigung 
von  I^TIO"  entsprechend.  Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist  0.0097690. 
Da  diese  Zahl  kleiner  als  N^^^  ist,  so  folgt,  dass  der  Knoten  der 
Bahn  von  Uranus  eine  mittlere  Bewegung  besitzt  gleich  cr^,  oder 
-2".916  082.    Der  Minimalwerth  der  Neigung  beträgt  0«54'26". 

Für  den  Planeten  Neptun  ist: 

Maximum  sint^^  ==  2  \  N^"^  \  ^  0.0137  678 ,  einer  Neigung 
von  0Mr2r'  entsprechend.  Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist 
0.0068  839.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  iV;.™  ist,  so  folgt,  dass  der 
Knoten  der  Bahn  von  Neptun  eine  mittlere  Bewegung  besitzt  gleich 
(Tg,  oder  —  0''.661  666.  Der  Minimalwerth  der  Neigung  gegen  die 
unveränderliche  Ebene^beträgt  0^33' 43". 

Es  erhellt  aus  dieser  Zusammenstellung,  dass  du  mittleren  Be^ 
wegungen  der  Knoten  der  Bahnen  von  Jupiter  und  Saturn  auf  der 
ttnveränderUchen  Ebene  genau  gleich  sind,  indem  beide  sieh  rückwärts 
mit  einer  jährlichen  Geschwindigkeit  von  25'\934  567  bewegen.  Dies 
ist  der  zweite  von  Stockwell  entdeckte  Librationsfall  im 
Planetensystem.  Eine  nähere  Untersuchung  auf  Ghrund  der  Glei- 
chungen §  6  (22)  und  (23)  zeigt,  dass  die  mittleren  Längen  der  auf" 
steigenden  Knoten  dieser  beiden  Bahnen  auf  der  unveränderlichen  Ebene 
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genau  tan  180^  van  einander  abweichen.  In  Folge  der  periodischen 
Schwankungen  können  sie  sich  höchstens  anf  153^15'  nähern^  in- 
dem der  Knoten  der  Jnpitersbahn  um  19^38',  derjenige  der  Satoms- 
bahn  nm  7^  7'  um  seinen  mittleren  Werth  schwanken  kann. 

Der  Knoten  der  Mercursbahn  kann  von  seinem  mittleren  Werth 
nm  18®  3  r  abweichen.  Die  Knoten  der  Bahnen  von  Uranus  und 
Neptun  um  bez.  6<^0'  und  9<^40'. 

In  Bezug  auf  die  mittleren  Bewegungen  der  Knoten  und  der 
Perihelien  der  Bahnen  der  Venus  und  der  Erde  und  ebenfalls 
in  Bezug  auf  die  mittlere  Bewegung  des  Knotens  der  Marsbahn 
ISsst  uns  die  Analysis  von  Stockwelii  noch  in  Ungewissheit.  Wie 
ich  schon  mehrmaLs  hervorgehoben  habe,  spricht  Vieles  daf&r,  dass 
solche  mittleren  Bewegungen  auch  f&r  diese  Planeten  existiren,  und 
zwar  mit  positiven  Zeichen  fOr  die  Perihelien,  mit  negativen  für 
die  Knoten. 

Mit  den  Formeln  von  Stockwell  sind  folgende  Werthe  für 
die  Ezcentiicität  und  die  Länge  des  Perihels  der  Elrdbahn  be- 
rechnet f&r  die  Zeit  zwischen  den  Jahren  -300000  und  +100000.^ 

Siehe  Tafel  III  8.  898. 

Aus  Tafel  DI  geht  hervor,  dass  die  Länge  des  Perihels  der  Erd- 
bahn zwar  grossen  Schwankungen  unterliegt,  unter  Umständen  sogar 
rflckläufige  Bewegung  besitzen  kann,  dass  aber  in  den  betrachteten 
Jahren  eine  unverkennbare  positive  Bewegungsgeschwindigkeit  des 
Perihels  bemerkbar  ist,  welche  zwischen  den  Jahren  —800000  und 
0  jährUch  ungefähr  5''.5  beträgt  In  den  nächsten  100000  Jahren 
ist  die  Geschwindigkeit  noch  grösser.  Hieraus  kann  man  zwar 
keinen  strengen  Schluss  ziehen  über  die  Existenz  einer  mittleren 
Bewegung  in  mathematischer  Bedeutung  des  Wortes.  Vielleicht 
würde  eine  Anwendung  der  Analyse  von  Gayallin  hier  zu  einer 
genaueren  Kenntnis  der  Bewegung  führen. 


^  Vergleiche:    „Contribntions  to  the  astronomical  theory  of  an  ice-age" 
vom  Verf.    Eine  lUmliche  Berechnung  ist  auch  von  Gtld^  gemacht:  1.  c.  8. 123. 
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Tafel  m. 
Excentrieität  und  Länge  des  PeriheU  der  ErtUiahn. 


Jahr 

Excen- 

L&nge 

Jahr 

Excen- 

Läng« 

trieität 

des  Per. 

VOUX 

tricit&t 

des  Per. 

-300  000 

0.0373 

-433<> 

+ 

10  000 

0.0115 

+  86» 

-290  000 

0.0337 

-402 

+ 

20000 

0.0055 

+  92 

—280  000 

0.0262 

-373 

+ 

30  000 

0.0049 

+206 

-270  000 

0.0163 

-355 

+ 

40  000 

0.0077 

+225 

-  260  000 

0.0093 

-377 

+ 

50  000 

0.0134 

+297 

-250  000 

0.0161 

-403 

+ 

60  000 

0.0145 

+325 

-240  000 

0.0271 

-388 

+ 

70  000 

0.0134 

+345 

-230  000 

0.0370 

-366 

+ 

80  000 

0.0113 

+354 

-220  000 

0.0437 

-340 

+ 

90  000 

0.0110 

+349 

-210  000 

0.0471 

-315 

+  100  000 

0.0143 

+348 

-  200  000 

0.0470 

-291 

-190  000 

0.0442 

-269 

-180  000 

0.0395 

-244 

-170  000 

0.0334 

-232 

- 160  000 

0.0283 

-222 

-150  000 

0.0254 

-218 

- 140  000 

0.0266 

-214 

- 130  000 

0.0307 

-206 

-120  000 

0.0356 

-190 

-110  000 

0.0394 

-170 

- 100  000 

0.0408 

-148 

-  90  000 

0.0392 

-124 

-  80  000 

0.0343 

-   99 

-  70  000 

0.0269 

-   76 

-  60  000 

0.0181 

-   59 

-   50  000 

0.0110 

-  61 

-  40  000 

0.0110 

-  83 

-  30  000 

0.0157 

-   79 

-   20  000 

0.0192 

-  59 

-   10  000 

0.0195 

-   31 

0 

0.0168 

0 
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Es  wird  in  Lehrbüchern  öfters  bemerkt,  dass  die  Perihelien 
sämmtlicher  Planeten  sich  Torwarts  bewegen ,  mit  Ausnahme 
der  VenuSf  deren  Perihel  eine  rückläufye  Bewegung  besitzen  sollte. 
Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  dies  nnr  gilt,  wenn  man  sich  der 
in  §  3  entwickelten  Methode  bedient,  welche  nnr  diejenige  Perihel- 
bewegung  giebt,  welche  zu,  der  Zeit  der  Oscolation  der  Ausgangs- 
elemente vorhanden  ist  Würde  man  nur  1000  Jahre  rückwärts 
gehen,  so  würde  man  dagegen  einen  positiven  Werth  für  die  Perihel- 
bewegung  der  Venusbahn  gefdnden  haben.  Zwar  wird  das  Perihel 
dieser  Bahn  in  den  nächsten  80  000  Jahren  sich  rückwärts  bewegen 
(überschlagsweise  um  ungefähr  60^,  dann  aber  fängt  die  Perihel- 
länge  wieder  an  zu  wachsen,  und  es  ist  das  wahrscheinlichste,  dass 
auch  Venus  eine  positive  Bewegung  ihres  Perihels  besitzt 

Die  secularen  Störungen  der  grossen  Planeten  finden  eine 
wichtige  Anwendung  in  der  sog.  astronomischen  Theorie  der  Eis- 
zeit Ich  verweise  in  Bezug  hierauf  auf  den  schon  dtirten  Aufsatz 
des  Verfassers. 

Stocewxll  hat  in  seiner  Arbeit  auch  die  numerischen  Data 
gegeben,  um  den  Einfluss  kleiner  Correctionen  der  Massen  zu  be- 
rechnen. Die  hierfür  erforderlichen  Formeln  sind  indessen  zu  weit- 
läufig, um  hier  Platz  finden  zu  können. 


§  10.  Ueber  den  Fall,  daes  die  Fundamentalgleichung  vielfache 

Wurzeln  besitzt 

Die  Bestimmung  der  secularen  Störungen  der  grossen  Planeten 
geschieht  durch  die  Lösung  eines  Systems  von  linearen  Differential- 
gleichungen mit  Constanten  Coefficienten. 

Wenn  es  sich  um  eine  einzige  abhängige  Veränderliche  handelt^ 
die  durch  eine  lineare  Differentialgleichung  n^  Ordnung  bestimmt 
ist,  so  weiss  man,  dass,  wenn  die  Fundamentalgleichung  gleiche 
Wurzeln  besitzt,  in  dem  Integrale  Glieder  entstehen,  welche  mit 
der  unabhängigen  Veränderlichen  multipUcirt  sind  und  mit  dieser 
über  alle  Grenzen  wachsen.    Ist  dagegen  ein  System  von  gleichzeitigen 
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linearen  Differentialgleiohnngen  mit  constanten  Coeffieienten  gegeben, 
so  entspricht  nicht  immer  einer  doppelten  Wnrzel  der  FondAmentel- 
gleichnng  ein  solches  Glied,  das  der  unabhängigen  Veränderlichen 
proportional  ist.^  Ist  im  Besonderen  die  Determinante,  welche, 
gleich  Null  gesetzt,  die  Fundamentalgleichung  giebt,  von  symme- 
Irischer  Form,  so  können  niemals  solche  der  unabhängigen  VerandtT' 
liehen  proportionale  Glieder  entstehen. 

Die  DifFerentialgleichungen  zur  Bestimmung  der  secvlaren 
Störungen  der  ExcentricilAten  und  der  PeriheUen  sind  nach  §  6  (8) 
von  folgender  Form 

n\  dSi_d[F]  dtii  d[F]         .._.  . 

^^^  "57  """äT^*      'dT         TT        l«-i*  •••!  «»;, 

wo 

(1*)  [^  =  l2P.i](&li  +  fl«'?p, 

und  die  Coeffieienten  die  Eigenschaft 

(2)  L;,  «•]  =  [«,  j] 

besitzen. 

Durch  eine  orthogonale  Substitution  wurden  nun  die  OrGsssn 
Si  und  Y.  durch  die  folgenden  Formeln  eingef&hrt 


(3) 


l  {»  =  1,2,...,  n). 


Die  Coeffieienten  /. .  werden  durch  die  gewöhnlichen  Fonnelii, 
die  fOr  orthogonale  Substitutionen  gelten,  §  6  (6)  und  (6*),  bestänunt 
und  ausserdem  durch  die  Gleichungen  §  6  (11). 


(4) 


([1,  i]^s,)rir  +  . ..  +  [},  «]/«v=0 

(f'sal,  2,  ...,  «)> 


^  Sebugeb  hat  be¥rieBen,  dasB,  wenn  die  Zahl  der  Planeten  gleich  drei 
ist,  die  Fundamentalgleichung  niemals  gleiche  Wurzeln  besiteen  kann.  Astr. 
Nachr.  Nr.  2281. 
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wo  fy  durch  die  Fimdamentalgleichmig 


(6) 


D^ 


[1,  1]-«,  ...,  [1,  n] 


^0 


[n,  1],  ...,  \n,n\'^s 
bestimmt  wird. 

Sind  sämmtliche  s^  von  einander  yerschieden,  so  erhält  man  n 
Systeme  von  der  Form  (4).  Einer  vielfachen  Wurzel  entspricht  aber 
nur  ein  einziges  solches  System. 

Nun  ist  offenbar: 


(6) 


BD 


und  also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  ^-j^ — ^  multiplicirt: 


57 1 1/  Is)  s= 

d  [r,  r]       ^  ' 


WO  r  einen  beliebigen  Werth  hat 

Da  nun  i>  ==  0,  so  ist  nach  I  §  1  (7) 


dB  BD 

ö[i,i]  ^  B[r,r] 


BD         BD 


B[i,  r]    d[r,  f] 


der  Gfymmetrischen  Form  zufolge. 
Und  mithin 

(7) 


Aus  dieser  Gleichung  kann  man  nun  einen  wichtigen  Schluss 
ziehen.  Ist  nämlich  $^  eine  zweifache  Wurzel,  so  müssen  die 
Gleichungen 

D\b;)  -  0 

gleichzeitig  bestehen.    Aus  (7)  folgt  also  unmittelbar,  dass  bei  einer 
zweifachen  Wurzel 
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^^    =0 


d[i,r] 


und  zwar  für  alle  Werihe  von  t  und  r.  Es  sind  also  bei  einer 
zweifachen  Wurzel  sämtnüiche  ünterdeterminanten  erster  Ordnung 
gleich  Null. 

umgekehrt  folgt,  dass,  wenn  die  Wurzel  eine  einfache  Wurzel 
ist,  nicht  sämmüiche  ünterdeterminanten  erster  Ordnung  verschwinden 
kihtnen. 

Aus  (6)  folgt  nämlich,  dass  nicht  sämmtliche  Ünterdeterminanten 
von  der  Form 

dB 

d[i,t] 

gleichzeitig  verschwinden  können,  wenn  Jy{s)d^0. 
Aus  der  Formel 


D"W== 


itil^  ö[»,  i]d[jyj] 


folgt  ebenfalls,  dass  bei  einer  zweifachen  Wurzel  (bei  welcher  also 

]/'  {s)  4=  0)  nicht  sämmtliche  Ünterdeterminanten  zweiter  Ordnang 

yerschwinden  können  u.  s.  w. 

Sind  sämmtliche  Wurzeln  einfach,   so  können  also  nicht  alle 

Determinanten  von  der  Form 

dB 

verschwinden.    Angenommen  also,  dass 

dD 


4=0, 


ö[i,  1] 

so  folgt  aus  (4)  die  folgende  Lösung: 


dD(»y)  ~  dD(fy)  dD(«r) 


a[i,  1]     a[i,  2]  d[i,n]     V'^(d[i,ii) 

Die   Sunmie    unter    der  Quadratwurzel    kann    man    einfiiGher 


j 
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schreibeiL    Es  ist  nämlich  nach  I  §  1,  weU  i>  =  0  (und  die  Deter- 
minante symmetrisch  ist). 


9B         dB 


au,  1]  d[i,  i] 

Mithin  ist 

■K^l    g-P   V-     a.D     ^     dB     _ _     dB     jy,  V 

-^ U[i,  »■] y  ~  d[\,  1]  1^1  a [».  »■]  "     ö [1, 1] -^  w • 

Das  Tollst&ndige  System  von  Werthen  der  Coefficienten  y.., 
wenn  sämmtliche  Wnrzehd  der  Fundamentalgleichungen  verschieden 
sind,  ist  also  das  folgende: 

7i\     __      7%\     __        7*1     ^^ \ 


d[l,l.l        ö[2,l]  d[ 


fit     ^      Tn     ^  y««      ^ 

a-D(«j     a.D(«,)     *"     a !)(«,) 
a[i,  1]     d[2, 1]  a[»,  1] 


D(«.)      r~dDM 


/     dB(s,)      ~ 


7\*    j^    yi»    ^^      y»»    ^^ 

ö[l,  1]        ö[2,  1] 


Wenn  man  sich  der  Formel  I  §  1  (7)  bedient,  so  kann  man 
eine  interessante  Form  für  die  Quadrate  der  Goefßcienten  y^.  er- 
halten.   Mit  Hilfe  der  betreffenden  Formel  bekommt  man  nämlich: 

(8)  2>'(,,)y.=_^. 

Wenn  man  die  Zeichen  der  ;^-Goefficienten  kennt,  giebt 
diese  Formel  eine  bequeme  Methode,  diese  Coefficienten  zu  be- 
rechnen unter  Anwendung  von  nur  symmetrischen  Determinanten- 
formen. 

Aus  (8)  folgt,  dass  die  Determinanten 

öTJ-iJ      (»  =  l,  ^.  •••»  «) 
gleichzeitig  entweder  positiv  oder  negativ  sein  müssen. 
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Allgemeiner  ausgedrückt  lantet  dieser  Satz  so,  dass,  toenn  eme 
symmetrische  Determinante  mit  reellen  Elementen  van  der  Farm 


A^ 


«11 


—  s 


«11 


y  «i 


«11  >    «11  "  *>  •  •  •>  «1« 


'nl> 


«•1  *    •  •  •  >    ««»  "■  * 


gegeben  ist  und  s^  einen  solchen  Werth  bezeichnet^  für  welchen  diese 
Determinante  verschwindet,  so  sind  sämmtliche  Unterdeterminanten  von 
der  ersten  Ordnung,  welche  die  Form 

besitzen,  van  demselben  Zeichen. 

Bezeichnet  man  mit  s^  eine  zweifache  Wurzel,  so  können  nach 
dem  obigen  nicht  sämmtliche  ünterdeterminanten  Yon  der  Form 


ö  [♦,  i]  d  Uy  j] 


verschwinden.    Angenommen  also,  dass 


ö"D{0 


ö[l,l]ö[2,2] 


4=0, 


so  hat  man  nach  I  §  1  (12) 


^"^  d  [1,  1]  ö[2,  2]^"  "  ö[l,  *]  ö[2,  2]^ll  ■*"  d[l,  1]  d[2,  *]^«' 


welche  Formel  auch  flir  t «  1  und  t »  2  ihre  Gültigkeit  behält. 

Setzt  man  nun   aus  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  y.^  in 
die  Gleichung: 

ein^  so  wird 
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((      3*DM      Y       .  ^(     a'2)(«,)     Y 

\d [1,1]« [2,  2]j       J^"         {^[dlh ♦•] d  12,  2])  -^ 

'^"'^"/äö[l,«]ö[2,  2]  d[l,l]ö[2,  t]' 

Ist  y^j^  bestiinint,  so  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  den 
Werth  Yon  y^y  Einer  zweifachen  Wurzel  entspricht  also  eine  unend- 
Uehe  Schar  van  y-Coeffidenten,  In  diesem  Umstände  ist  die  Erklärung 
zu  suchen^  warum  bei  einer  zweifachen  Wurzel  doch  zwei  willkürliche 
Intepratianscanstanten  auftreten  müssen,  WeU  nun  sänunÜiche  Unter- 
determinanten erster  Ordnung  verschwinden,  so  kann  man  die  Bela- 
tion  I  §  1  (7)  ftLr  die  Determinanten  zweiter  Ordnung  benutzen, 
und  es  ist  also: 


Va[i,*]ö[2, 2]j  "VöLi,  i 


2J 


Q    BD      Q    BD         Q    BD     Q    BD 


ö[2,  2]        d[2,  2]  ö[2,  2]      ö[2,  2] 


B[l,i]       B[i,l]         d[l,l]     B[i,i] 

8*D  B^D 

d[l,  l]ö[2,  2]'ö[2,2]ö[f,f]' 


und  ebenfalls 

/        a«D        y_         B*D B^D 

[B[l,l]B[2,i])  -ö[l,l]ö[2,2]   d[l,l]ö[t,  f 


] 


Die  letzte  Summe  in  (10)  lässt  sich  in  folgender  Weise  trans- 
formieren:   Es  ist 

a[iJ]?[2,2]='"a[i,2]?[2,.](^^^^S^  (^)) 

ö*D  ö«D  B^D 


a[l,l]ö[2,i]  B[l,l]B[i,  2]  ö[l,  2]ö[t,  1] 

a«2>  a«D  _  B*D  B*D   

a[l,  i]d[2,  2]  •  ö[l,  1]  ö[2,  ♦•]  -  d[l,  2]ö[2,  i]  •  d[l,  2J  ÖL»,  1] 

eJR-^  ej^^     a4^,  a  ^^ 


_^[i>2]     ö[i,2]  _   ö[i,2j     a[i,  2]       ,  I  8  1  m 

-T[271I-TIirir"  öT27Tr'"öF^    nacüiSMO 


Ö[l,2]ö[2,  1]     ö[l,2]ö[t,  i]  ö[l,  l]ö[2,2]d[l,2]ö[»,*] 
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d*D 


d*D 


ö«D 


ö[l,i]ö[2,2]d[l,  l]ö[2,f] 


ö«D 


ö[l,l]ö[2,2]jflö[l,2]ö[*,  i] 


Der  Coefficient 


«•D 


ist  nach  der  Voraussetznng  Ton 


ö[l,  l]d[2,  2] 

Null  yerschieden  und  man  kann  also  überall  durch  ihn  diTidiren. 
Die  Relation  (10)  lautet  somit: 


(11) 


ö»D 


ö[l,  l]d[2,2] 


=  y;i 


+  yJi 


ö"2> 


^-1  + 


ö[2,  2]ö[f,  i] 


Da  nun 


dB 


so  kann  man  diese  Formel  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 


(12) 


0  = 


d[l,  l]d[2,  2]   "*"^»> 


a"2> 


d[2,  2]a« 
d[l,  l]ös 


-9  a*D 


Aus   (12)   leitet  man    folgende   Normalformen    für    die  Goeffi- 
cienten  y^-j  ab: 

rix  =0, 

ö«2>(«)      .   d«D(«) 


(13)      a) 


s    ^_ 


/m 


d[l,l]d[2,2]    ö[2,  2]ö« 


Die  übrigen  Coefficienten  sind  dann  durch  die  Formel  (9)  ge- 
geben, welche  Formel  nun  lautet: 
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^     '  d[l,l]d[2,2]^<l''ö[l,»]d[2,2]^ll* 

ß)  Die  Goefficienten  in  der  zweiten  Form  werde  ich  von  den- 
jenigen in  der  ersten  durch  einen  Strich  oben  unterscheiden: 


ö[l,l]ö[2,2]    ö[l,  l]d8 

Die  übrigen  /  sind  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt: 

^  ^  Ö[l,  l]d[2,  2]^"""  ö[l,  l]d[2,  iy^' 

Die  Formen  a  und  /?,  die  ich  kurzweg  Normalformen  nenne, 
bilden  zusammen  die  vollständige  Lösung  des  Yorliegenden  Problems, 
wenn  es  sich  um  eine  zweifache  Wurzel  handelt  Die  entsprechenden 
Integrale  der  Differentialgleichungen  bilden  zusammen  mit  den  für 
die  anderen  Wurzeln  geltenden  eine  Fundamentalgleichung  von  Inte- 
gralen^ wie  ich  gleich  beweisen  will. 

Zuerst  mache  ich  auf  eine  andere  Form  der  Gleichungen  (14) 
und  (16)  aufinerksam. 

Man  bekommt  nämlich  fUr  die  Quadrate  der  /-Goefficienten 
folgende  symmetrische  Formen: 

FaU  a): 


(17) 


s 


ö«  D  («) 

Ö»  B  {8) 

ö[2,  2]d8 

V»  —   *  >    Ä  ,    .  .  .  ,    «; 

ö[2,  2]d[i,  i] 

Für  den  Fall  ß): 

'2 

=  — 

1 

(?=  1,  2,  ...,  n) 

Ö«  B  (8) 

Ö«  B  (8) 

(18) 

d[l,  l]ö[»,  i]  d[l,  l]d8 

Durch  die   orthogonale   Substitution  (3)  wird  die   canonische 
Form  der  Differentialgleichungen  beibehalten.  Man  hat  somit  statt  (1) 
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(19) 

d.  h.,  da 


dS,       d[F]         d7^^_  ilS 
dt        3  7,  '         dt  dSt  ' 


^l-n^'E'i^S.'+T*), 


(20) 

und  hieraus 


dt  ""'*  ^«^       dt 


iss^  9.H. 


5i=     Jlf,  cos  («^  <  + /9^) , 


wo  M^  und  /?^  die  Integrationsconstanten  bedeuten. 
Die  Gleichungen  (3)  lauten  nun: 


+  /l3il/3C0S(*3/  +  /?,)  +  .  .  .  +  yi,-M;|C08('«'  +  /»J 
I,  =  ♦  +/„J^C08(*i^ +  /?,)  + 

+  ^88  ^8  C08(*3  ^  +  /Jj)  +  .  .  .  +  ysi.-'^n^^OSC*,^  +  /?J 


(21) 


I«  =  /nl  ^1  <508  (*i  ^  +  ft )  +  /„,  ^a  COS  (*i  *+/?,)  + 


WO  nach  (13)  und  (15) 


d[2,2]ö« 


yJt- 


6*2)        a    _ 

ö[l,l]d«^«'" 


ö[l,  l]ö[2,  2]' 
d[l,  l]d[2,  2]' 


Es  seien  nun 


5^11  >  9i2J  •  •  •>  ^1 


5^81 »  5^22  > 


9%. 


9niy  9n2f 


yni 
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irgend    ein    anderes  STStem    yon  Goefficienten,    welche  die  Glei- 
chimgen  (4)  befriedigen,  so  dass 


(22) 


{ 


aach  eine  LOsiing  der  Differeutialgidchimgen  ist    Dann  hat  man 
in  Folge  der  Relationen  (14),  (16)  and  (9): 


(23) 


ffi^ 


9i, 


^9u  +  ^9n> 


rit 


r» 


'^9»  +  ^9.t 


Tu 


r» 


Die  Gleichungen  (22)   können   also   in   folgender  Form    ge- 
schrieben werden: 

dl)  =  9n  W)  C08  («1 1  +  (/?,))  +  ^„  (Jfj)  cos  (*,  t  +  (/?,))  +  ;|yi  ^  S^, 
dl)  =  5^,1  (-Wi) cos  («1 '  +  (/?i))  +  9n  W  cos  ('i  '+(/?«))  +  2^.i 'S,, 

^^  "  fc^"  +  ^  ^«)  ^^^  ***'  ^'i  '  +  ^1^^  + 

+  (^  5^1, + ^  ^„)  w  cos  (»i*+(/?,))+^y,j  ä;  . 

Wenn  nun  die  Integrationsconstanten  Ifj,  J^,  ß^  und  /?,  in 
(21)  so  bestimmt  werden,  dass 

9n  (^)  cos  (*i  <  +  (/Jj))  +  ^Pj,  [M^  cos  (*i  * + (/?,))  =  y„  3<i  cos  {$^  t + ft), 
^11  (^)  cos  («,*+(/?,))  +  ^,g  (jg  cos  (»1  <+(/?,))  =  y„  J^  cos  (»^  <  +  /?,), 


was  immer  mOglich  iai,  so  bekommt  man  offenbar 


(l^  =  li. 
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und  hieranB  folgte  dass  die  Integrale  (21)  ein  Fundamentalsystem 
Yon  Integralen  bilden. 

Die  obigen  Anseinandersetzimgen  beruhen  wesentlich  darauf 
dass  die  Determinante  D  eine  symmetrische  Form  bekommt  Weim 
eine  von  den  Massen  verschwindend  ist,  so  ist  dies  nicht  mehr  der 
Fall,  nnd  es  ist  deswegen  möglich,  dass  bei  den  kleinen  Planeten, 
die  so  gelegen  sind,  dass  mehrfache  Wurzeln  von  der  Gleichxmg  (5) 
anftreten,  die  Zeit  ausserhalb  der  trigonometrischen  Functionen  zum 
Vorschein  kommen  kann.^ 

Ich  verweise  in  Bezug  hierauf  auf  einen  Aufsatz  von  A.  Idmak 
(Heddelanden  frän  Lunds  Observatorium  Nr.  14).  Siehe  auch 
unten  §  12. 

§  IL    Die  secuiaren  Störungen  der  Icielnen  Pianeten. 

unter  dem  Namen  ,,kleiner  Planet^  versteht  man  in  der  Mechanik 
einen  Körper,  dessen  Hasse  gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Ein 
solcher  Körper  wird  in  seiner  Bewegung  von  den  „grossen  Planeten'* 
beeinflusst,  übt  aber  keine  Einwirkung  auf  die  Bewegung  der  letz- 
teren, noch  auf  die  Bewegung  der  anderen  ,,kleinen  Planeten^  in 
dem  System  aus. 

Will  man  sich  der  canonischen  jACOBfschen  Coordinaten  be- 
dienen, so  kann  man  offenbar  nach  Belieben  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  des  kleinen  Planeten  entweder  in  den  Centralkörper 
(die  Sonne)  legen  oder  in  den  Schwerpunkt  eines  Systems,  be- 
stehend aus  der  Sonne  und  einer  beliebigen  Zahl  der  grossen  Pla- 
neten. Man  kann  also  auch  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  den 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  wählen. 

Den  Elementen  von  PoingabI:^  welche  wir  für  die  Untersuchung 
der  secuiaren  Störungen  eines  kleinen  Planeten  anwenden  wollen, 
geben  wir  hier  eine  etwas  veränderte  Bedeutung,  indem  wir  den 
Factor  ß,  welcher  der  verschwindend  kleinen  Masse  des  Planeten 
proportional  ist,  wegschaffen.    Wir  setzen  also 


^  Die  obige  Aoseinandersetzong  ttber  den  Fall,  dass  die  Fondamental- 
gleichong  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzt,  ist  vom  Verf.  in  „Meddelanden  Mn 
Lunds  Observatoriam"  Nr.  15  gegeben. 
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(1) 


A,  Kl     1  +  n  ms  QiitÜere  I^ge 


I-      V2^(l-Vl-"e»)co8« 

1? = -  y2  j  (1  -  yn^>)  sin «     , 

p=       V2^l/n^(l-C08l)C08fl, 


y  =»-  y2^V'l  -«»(1  -  cost)  sinfl, 


und  erhalten  dann  folgende  Differentialgleichangen 


(2) 


'       ß   dA* 
1    ÖF 

dt    "^  ß    dq  '  dt   "       ß    dp' 

Handelt  es  sich  im  Besonderen  um  die  secolaren  Störungen, 


dA         1 

dF 

dl 

dt   ~~  ß 

dl  ' 

dt 

di         1 

BF 

äv 

dt   ~  ß 

dv' 

dt 

dp  _  1 

dF 

dq 

80  können  wir  setzen: 

dA 

dt 


(3) 


»0 


dl d[F] 

dt  "^        dA   ' 


dS        d[F]  dtj  d[F] 


dt 

dp 
'dt 


d[F] 

dq 


dt 
dt 


dm^ 

dp 


WO  nun  genähert^  wenn  M  die  Masse  der  Sonne  bezeichnet, 


(3*) 


[^  = 


_     ß 


fiA* 


+  -^gÄm,{iAK«^  +  i»xK«^(^  +  ^^) 


{f<+  VVi 
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wo  die  Massen  der  Planeten  mit  m^,  ...,  m^  bezeichnet  sind.  Die 
Werthe  von  ß  and  (i  hängen  von  der  Wahl  des  AnÜEuigspunktes  der 
Coordinaten  ab. 

Setzt  man 


(4) 


^''•^'"yl^^'^"''''^       (-1,2,...,«). 


SO  werden  die  Differentialgleichnngen  ftür  |,  17,  p  nnd  q 


(5) 


^  =  -12(0. ')'+±[o,  «•]'&, 


und 


(5*)      ^ 


If  =  -y±(O..T+±|0,.Ty„ 


|f=    /'±(o,.T-±|o,.Tft 


Die  Grossen  A^  haben  hier  die  Bedeutung 

nnd  weiter  ist 

li  =  y2^(l  —  Vi  —  ^/)  cos  jr^,    u.  s.  w. 

Die    obigen  Gleichungen   können  in  etwas  einüacherer   Form 

geschrieben    werden,    wenn    man    auf    beiden    Seiten    mit    "YÄ 
dividirt. 
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Führen  inr  nämlich  die  Bezeichnungen  ein 


(«) 


[|,]  =  -^|,=     V2(l-]^nr^»jco8«,     =     «,co8«,      (genah-X 


1 


[Uj  =  ,-^1?,-  -  V2  (1  -  Vn^  sin«,     --«,8m«,      (    „     X 


1 


[>,]=« -7=/>,=     VVl  —  «,* (1  —  cos «,) cos fl,  =     smt,co8ß,(    „     ), 


[?,]  = 


y37 

1 

y2; 


j,  =  -  yvT=^(l-C08»^Bin  fl, 

r  =  0,  1 ,  . . . ,  n) 


—  sin  i,  sin  i2,  (    „     ), 


wo  J^=-  A,  lo  =  I  «t*'-!  ™*d  weiter 


(«*) 


(0,  «•) 


[0,  .•]  = 


kmi 


4YMÄ 


B^{a,  a^, 


5,(a,  a^, 


(i=  1,  2,  ...,  ») 


so  bekommt  man  offenhar  statt  (5)  und  (5*) 


cn 


und 


^=    M±(o,  0-±[o,  *-]M, 


-BISCO,  «)+2[o.«][li] 


(n 


^  —  [?]g(0,  0  +  g(0,  OM. 


welche  Gleichungen  wir  der  Berechnung  der  secularen  Störungen 
za  Grunde  legen  wollen. 

Man  kann  hier^  ebenso  wie  bei  der  Berechnung  der  secularen 
Störungen  der  grossen  Planeten,  zwei  Wege  einschlagen.  Entweder  — 
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indem  man  sich  auf  den  Standpunkt  der  eigentlichen  Störongstheoiie 
stellt  —  in  der  rechten  Seite  von  (7)  nnd  (7*)  die  gegenwärtigen 
(»  zur  Zeit  der  Osculation  geltenden)  Werthe  der  Memente  ein- 
setzen,  wodurch  die  rechten  Seiten  constante  Werthe  annehmen, 
welche  den  Werth  der  secularen  VeriLndenmgen  der  Elemente  direct 
geben,  oder  man  kann  die  Oleichungen  genau  integriren.  Beide 
Methoden  werden  auch  bei  den  kleinen  Planeten  mit  Yortheil  be- 
nutzt Da  indessen  die  Perioden  der  secularen  Störungen  in  diesem 
Falle  yiel  kürzer  sind,  als  es  bei  den  grossen  Planeten  der  Fall 
war,  so  geben  die  nach  der  ersteren  Methode  erhaltenen  Stönmgs- 
ausdrücke  nur  ftür  eine  yerhältnissmässig  kurze  Zeit  eine  wirkUche 
Annäherung  an  die  wahren  Werthe  der  Störungen,  und  die  trigono- 
metrische Form  der  Störungen  kann  aus  diesem  Grunde  auch  Yom 
praktischen  Gesichtspunkte  hier  vortheilhaft  sein.  Wir  woUen  uns 
deswegen  mit  der  letzteren  Methode  allein  beschäftigen. 

Wir  wollen  zuerst  die  Coefficienten  (0,  t)  und  [0,  t]  in  einer 
fbr  die  numerische  Kechnung  mehr  geeigneten  Form  schreiben.  Es 
ist  nämlich 

wo  n  die  mittlere  Bewegung  des  kleinen  Planeten  ist  Folglich 
hat  man 


(8) 


nu 


(0,  i)  =  |-^na-Bi(a,  a^, 
[0,  i]^\-^naB^{aj  a^, 


wo   wir  beachten,   dass   aB^   und   aB^   nur  von   dem    Ferhäümss 
zwischen  a  und  a^  abhängen. 

Wir  haben  firiiher  bequeme  Formeln  zur  Berechnung  dieser 
Grössen  abgeleitet  §  3  (9). 

Aus  der  Theorie  der  secularen  Störungen  der  grossen  Planeten 
sind  die  Ausdrücke  ftür  |p  47^  p^  und  q^  bekannt  Mit  den  Bezeich- 
nungen des  neunten  Paragraphen  war  nämlich 
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(9) 
und 


Die  Grössen  «j,  . . .,  s^  waren  Bämmtlich  poslüy,  die  Grössen 
^1 '  *  *  * '  ^n  sämmtlich  negativ.  Die  Werihe  der  Coefficienten  M 
und  JV  in  dem  Planetensystem  sind  im  genannten  Paragraphen  an- 
gegeben nnd  ebenso  die  Werihe  von  s^j  cr^  ß^  und  S^  (t  =  1, 2^  . . .,  n). 

Setzt  man  die  Werihe  (9)  und  (9*)  in  (7)  und  (7*)  ein,  so 
nehmen  diese  Gleichungen  folgende  Form  an: 


(10) 


und 


(nn 


dt 

d[v] 
dt 

d[p] 
dt 

d[q] 
dt 


*M  +  S^r«n(«,< +  /?,), 


vo 


(11) 


=-*[a+s-»,  cos  (',<+/?,). 


rsal 


(0,  «•), 


JL 


[0,  t]  Jf », 


^,  =  2  (0»  «■)  -^/'>- 


(12) 


Die  Integrale  dieser  Gleichungen  lauten: 


r=l   *'  •"  «r 

-[i?]  =  y<8in(    bt+S)  +  '^j^sm{s^t  +  ß^, 


'7\ 
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und 

n  p^ 


(12*) 


O]  =CC08(-  bt  +  D)  +  2  TiV^«(^r'+  ^r)i 

r=sl   *'    •    w  r 


Hier  bedeuten  J^  B,  C,  D  die  Integrationsconstanten. 

Die  Grössen  [0,  t]  und  (0,  i)  hängen  nur  yom  Abstand 
des  Planeten  Yon  der  Sonne  ab.  Nach  (11)  ist  dies  auch  mit  den 
Grössen  b,  E^  und  F^  der  Fall.  Die  Gleichungen  (12)  zeigen  nun, 
dass  die  Coefficienten  in  den  Integralen,  wenn  wir  von  dem  ersten 
Glied  absehen,  für  jeden  Abstand  yon  der  Sonne  einen  bestimmten 
Werth  haben.  Wir  wollen  ihr  Verhalten  bei  verschiedenen  Werthen 
dieses  Abstandes  näher  untersuchen. 

Die  Coefficienten  B^  (a,  a^  sind  nach  §  2  (8)  durch  die  folgende 
Formel  definirt: 


9* 

^   -D  r        actidtpeoBtip 

Y     *^  J  [d^  +  Oi*  -  2a Oi coß y]*^"' 


Nach  dieser  Definition  haben  dieselben  f&r  jeden  Werth  von  a 
mit  Ausnahme  von  a  s=  a^y  einen  endlichen  und  positiven  Werth. 
Für  a^  a^  ist  der  Werth  dieser  Coefficienten  unendlich  gross. 

Hieraus  folgt,  dass  auch  b,  E^  und  F^  f&r  jeden  Werth  f&r  a 
endlich  sind  mit  Ausnahme  der  Werthe  a^a^^  a=:a,,  ..., 
a^  a^f  f&r  welche  diese  Grössen  unendlich  gross  werden.  Wenn 
man  also  die  a-Werthe  auf  einer  Linie  als  Abscisse  aufträgt^  und 
die  entsprechenden  Werthe  einer  der  Grössen  b^  E^  oder  F^  als 
Ordinaten  senkrecht  hierzu,  so  werden  die  so  entstandenen  Curven 
sich  den  Linien  a  =  a^j  a^  a^^  ...,  ^==^n  ^^  beiden  Seiten 
asymptotisch  nähern. 

Die  Coefi&cienten 

^'        und        ^' 


erhalten  indessen  für  diese  Abstände  endliche  Werthe.  Die  Grössen 
b^  E^  und  F^  werden  nämlich  gleichzeitig  unendlich  gross,  und  man 
erhält: 


§  11.    Die  geeuUxren  StSnmgen  der  JfcMnm  Planeten.  417 


lim  -j^?^  =  Jf  W, 


80  dass,  indem  man  sich  einem  Abstände  n&hert,  in  welchem  ein 
grosser  Planet  —  m^  —  vorhanden  ist,  die  Ansdr&cke  fbr  die  secu- 
laren  Elemente  sich  den  folgenden  Werthen  asymptotisch  nähern: 


d]  =  ^  cos(     bt  +  B)  +  %  M}^Qo%{s^t  +  /9^), 


^M  =  ^sin(     bt+B)  +  ^M}^mi{s^t  +  ß^), 

|>]  «  Ccos(-  bt  +  D)  +  ^  JV;(Ocos((T^^  +  J^), 

-  [y]  =  (7sin(-  */  +  i>)  +  2  ^;^^ sin (<r^ *  +  S^f, 

oder,  wenn  man  sich  der  Aasdrücke  (9)  nnd  (9*)  erinnert^ 

[|]=^cos(  bt  +  B)  +  ^,, 
-M  «^sin(     bt+B)-^fi^, 

[>]=.Ccos(-Ä^+-D)+ft, 
-.[y]«Csin(-i/  +  i>)-y^; 

man  würde  also  dann  für  den  betreffenden  kleinen  Planeten 
dieselben  Ausdrücke  für  die  secnlaren  Elemente,  wie  fbr  den 
grossen  Planeten  m^  erhalten  bis  anf  das  willkürliche  Glied 
^co8(i^  +  ^,  Ä%m{pt  +  B)  XL  s.  w. 

Obgleich  also  die  Goefficienten  in  den  analytischen  Ausdrücken 
für  die  secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten  alle  endlich  sind 
ftr  solche  Abstände,  die  mit  den  Abständen  der  grossen  Planeten 
zusammenfallen,  so  folgt  daraus  nicht,  dass  die  Bahnen  der  kleinen 
Planeten  für  solche  Werthe  als  staiü  zu  bezeichnen  wären. 

Die  Grösse  b  in  dem  willkürlichen  Glied,  die,  wie  unten  ge- 
zeigt wird,  durchschnittlich  mit  dem  Werth  der  mittleren  Bewegung 
des  Perihels  und  der  mittleren  rückläufigen  Bewegung  des  Knotens 

Chaiuib,  Mediaiiik  dos  TTtwim«!*.  i.  27 
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zusammenfallti  wird  nämlich,  wie  wir  gesehen  haben,  fiir  die  ge- 
nannten Abstände  unendlich  gross,  und  die  mittlere  Bewegung  du 
Periheb  und  diejenige  des  Knotens  wächst  also  über  alle  GrenzeHj 
wenn  man  sich  diesen  Abständen  nähert.  In  dieser  Weise  hat  man 
sich  die  Zerstörung  solcher  Planetenbahnen  zu  denken,  bei  denen 
durch  die  schnelle  Bewegung  des  Perihels  und  des  Knotens  bald 
ein  Zusammenstoss  mit  dem  grossen  Planeten,  oder  wenigstens  eine 
so  grosse  Annäherung  an  denselben  stattfinden  muss,  dass  die  Bahn 
des  kleinen  Planeten  eine  völlige  Umgestaltung  erfthrt.  Selbstver- 
ständlich müssen  die  periodischen  Störungen  dabei  auch  eine  grosse 
Bolle  —  oder  gar  die  Hauptrolle  —  spielen. 

Die  Goefficienten  in  den  Ausdrücken  fär  die  secularen  Stönmgen 
werden  unendlich  gross,  wenn  der  Abstand  Yon  dem  Centralkörper 
einen  solchen  Werth  hat,  dass  b  gleich  einer  von  den  Grössen 
*^(r=  1,  2,  .  . .,  n)  oder  —  <r^(r  »  1,  2,  . . .,  n)  wird.  Wir  wollen 
diesen  Fall  in  dem  folgenden  Paragraphen  näher  untersuchen. 

Die  Grössen  [0,  i]  und  (0,  t)  und  b  sind  von  Nob£n  und  Baib 
tabulirt  worden.^  Aus  ihren  Tafeln  entnehme  ich  die  folgende 
Zusammenstellung  der  Werthe  yon  h  für  unseres  PlanetensystenL 

Tafel  IV. 


a 

b 

a 

b 

a 

b 

1.60 

82".681 

2.60 

49".819 

3.60 

158".086 

1.70 

22  .752 

2.70 

54  .744 

3.70 

182  .125 

1.80 

28  .094 

2.80 

60  .864 

3.80 

211  .477 

1.90 

24  .816 

2.90 

67  .797 

3.90 

247  .832 

2.00 

27  .114 

3.00 

75  .692 

4.00 

293  .620 

2.10 

29  .814 

3.10 

84  .734 

4.10 

352  .416 

2.20 

82  .882 

3.20 

95  .160 

4.20 

429  .665 

2.30 

86.  827 

3.30 

107  .263 

4.30 

533  .994 

2.40 

40.  180 

3.40 

121  .425 

2.50 

44.  490 

3.50 

138  .146 

^  Gustav  NoBibr  und  Siofbid  Raab:  „Hülfistafeln  zur  Bereehnnng  der 
secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten".  Meddelanden  fr&n  Lnnds  ObMr- 
yatoriom,  Ser.  U,  Nr.  2. 
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Setzen  wir  in  (12)  und  (12*)  die  Werthe 

[|]  =      ecoBn,       [p]  =      sinicosfl, 

[ly]  =  —  tf  sin  » ,       [?]  =  —  siii «  siJi  ß 

ein,  und  benutzen  die  Bezeichnungen 

•R         _    /TT 


(13) 


6  +  ar 
80  ist 

tfC08«  =  ^C08(      »^+fl)  +  2^r^ö8(*r'  +  /'r)» 
tf8inj|=s.4Bin(      »^  +  ^  +  2  ^r«»^  (*r'  +  Z'r)» 

und 

8inico8fl=  Ccos  (-Ä^ +  i>)  +  2^r  cos  (<T^^+*^), 

sin »  8in  fl  «  C sin  (-i  ^  +  2?)  +  S-'^r si^^  (<^r '+  *r)- 


(18*) 


Die  Integrationsconstanten  A,  B,  C^  D  werden  in  der  Weise 
bestimmty  dass  man  in  den  obigen  Gleichungen  einen  bestimmten 
Werth  f&r  die  Zeit  einsetzt  Setzt  man  <  =  0,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 


(14) 


^CCMS^a      tf^COSÄjj       —  S^r^^/'r» 

^8in£=3    e^WLn^     — 2^r'™/'r* 
und  ebenÜEÜls 

ICcos  JD  =  sin  ü  cos  fl*  —  51  -^r  ^^  ^r  > 
Csin  JD  =a  sin^  sini^  —  ^fi'^sin^^, 

^^  ^o>  ^o>  ^)  ^^^  ^0  ^^  Werthe  der  Elemente  des  kleinen  Planeten 
ftr  <  =  0  bezeichnen. 

Nun  sind,  wie  man  leicht  findet,  die  Grössen  0^  und  H^  im 

Attgemeifien  von  derselben  Grössenordnung  wie  die  Excentricitäten 

nnd  Neigungen  der  ^oM^n  Planeten.    Aus  (14)  und  (14*)  folgt  dann, 

27* 
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das8  A  und  C  von  der  Grössenordnnng  der  Excentricitäten  nnd  der 
Neigungen  der  kleinen  Planeten  sind.  Da  durchBchnittlich  diese 
letzteren  yerhältnissmässig  grösser  als  die  entsprechenden  Grössen 
ftür  die  grossen  Planeten  sind,  so  folgt  also,  dass  Ä  und  C  für  die 
meisten  Planeten  grösser  als  G^  und  H^  Bind,  und  eine  nähere 
Untersuchung  zeigt,  dass  ftür  die  grosse  Mehrzahl  der  kleinen 
Planeten  die  Ungleichheiten 

(15)  I  ^  I  >  2 1  ö,  I , 

(15*)  lC|>2l^rl 

bestehen. 

Es  lässt  sich  nun  hieraus  eine  interessante  Folgerung  ziehen. 
Sind  nämlich  die  Ungleichheiten  (15)  und  (15*)  erfüllt,  so  weiss 
man  nach  der  Analyse  des  §  6,  dass  n  die  mittlere  Bewegung  i, 
und  ii  die  mittlere  Bewegung  —  b  besitzen  muss.  Die  ndtäere 
Bewegung  des  Periheh  eines  kleinen  Planeten  und  die  mäüere 
Bewegung  des  Knotens  auf  der  unveränderlichen  Ebene  sind  also 
der  Grosse  nach  gleich  b.  Die  mittlere  Bewegung  des  Perihds  ist 
positiv,  diejenige  des  Knotens  dagegen  rückläufig. 

Da  man  nach  (14)  und  (14*)  die  Coefficienten  A  und  C  positiv 
wählen  kann,  so  gelten  die  Gleichungen 

««      bt  +  B  +  P^, 
Q=^^bt  +  D  +  P^, 

wo  P^  und  P,  periodische  Grössen  bezeichnen,  die  beide  numerisch 
kleiner  als  90^  sind. 

Sehen  wir  von  dem  Planeten  Kros  ab,  der  innerhalb  der  Mars- 
bahn liegt,  so  liegen  die  bekannten  Asteroiden  in  einem  Abstand 
zwischen  1.95  und  4.30  Yon  der  Sonne.    Der  innerste  Planet  ist 

(^  Hungariaj   dessen   halbe  grosse  Achse  a  gleich  1.946  ist,  und 

der  äusserste  ist  (^  Thüle  mit  a  ==  4.263.     Nach  der  Tafel  findet 

man  somit,  dass  b  zwischen  25".82  und  488".26  liegt.  Der  durch- 
schnittliche  Werth  der  mittleren  Bewegung  des  Perihels  und  des 
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Knotens  der  kleinen  Planeten  ist  also  bedeutend  grösser  als  die 
entsprechenden  Grössen  f&r  die  grossen  Planeten.  Wie  ans  Tafel  IV 
ersichtlich  ist,  besitzt  b  zwischen  Jupiter  und  Mars  einen  Minimal- 
werth,  der  fbr  a  =s  1.73  eintritt  und  gleich  22".65  ist 

Anders  verhält  es  sich  indessen  ftür  diejenigen  Planeten,  fbr 
welche  die  Ungleichheit  (15)  oder  (15*)  nicht  stattfindet  Ist  im 
Besonderen  eine  von  den  Qrössen  6^  —  sagen  wir  6,,  welche  f&r 
den  grössten  Theil  des  Gebietes  den  grössten  Coefficienten  be- 
zeichnet —  seinem  numerischen  Werth  nach  grösser  als  die  Summe 
der  absoluten  Beträge  der  übrigen^  inclusive  A,  so  dass  also 

(16)  \Gr\>A  +  'S\GrU 

80  muss  nach  §  6  das  Perihel  eine  mittlere  Bewegung  gleich  5,  be- 
sitzen. Es  findet  dann,  wie  man  sagt,  Idbraüan  statt  zwischen  dem 
kleinen  Planeten  und  Jupiter.    Man  hat  dann 

(16*)  n^e,t  +  ß^  +  P^ 

oder 

(16**)  Ä  =  *7'  +  Ä  +  180«  +  P^, 

wo  P3  und  P^  periodische  Grössen  bezeichnen,  die  kleiner  als  90^ 
sind,  und  zwar  gilt  die  Formel  (16*),  wenn  6,  positiv  ist,  die 
Formel  (16**)  dagegen,  wenn  0^  einen  negativen  Werth  hat  Nach 
§  9  wissen  wir,  dass  für  Jupiter  die  Gleichung 

n^^Sft  +  ß^  +  P^ 

stattfindet,^  und  folglich  wird  die  mittlere  Lage  des  Perihels  des 
kleinen  Planeten  f&r  alle  Zeiten  mit  der  mittleren  Lage  des  Perihels 
Jupiters  zusammenfallen,  wenn  O^  positiv  ist,  dagegen  würde 
die  mittlere  Lage  des  Perihels  des  kleinen  Planeten  mit  der 
mittleren  Lage  des  Aphels  Jupiters  übereinstimmen,  wenn  O^ 
einen  negativen  Werth  haben  sollte.  Für  die  bis  jetzt  bekannten 
kleinen  Planeten  —  Eros  vielleicht  ausgeschlossen  —  ist  Gj  positiv. 


^  Ich  werde  mit  Pt  («  «  1,  2,  . . .)  eine  periodiBche  Fanction  verstehen, 
die  immerisch  kleiner  als  90°  bleibt 
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Für  kleine  Planeten,  die  hinreichend  nahe  an  Mars  liegen, 
kann  unter  Umständen  auch  eine  Libration  mit  Saturn  stattfinden, 
ein  bemerkenswerther  Fall  in  der  Mechanik  des  Himmels. 

Für  die  mittlere  Bewegung  des  Knotens  gelten  ähnliche  Be* 
trachtungen.  Wie  schon  aus  §  9  bekannt  ist,  findet  eine  Libration 
zwischen  Jupiter  und  Saturn  in  der  Enotenlänge  statt;  es  können 
auch  kleine  Planeten  vorhanden  sein,  welche  an  dieser  Librations- 
bewegung  theilnehmen.  Wir  wollen  diesen  Fall  im  nächsten  Para- 
graphen untersuchen. 

Durch  eine  Analysis,  die  ich  hier  übergehe,^  habe  ich  ge- 
funden, dass  eine  Libration  im  Perihel  (mit  Jupiter)  bei  folgen- 
den Planeten  zu  yermuthen  ist,  n&mlich: 

40  Harmonia  286  Iclea 

117  Lomia  292  Ludovica 

147  Protogeneia  800  Geraldina 

189  Phthia  338  Budrosa 

196  Phüomela  357  [1893  J] 
205  Martha 
216  Oenone 

Möglicherweise  kann  eine  Libration  noch  bei  einigen  anderen 
kleinen  Planeten  stattfinden.  Um  zu  untersuchen,  wie  es  sich  mit 
den  obigen  Planeten  verhält,  hat  man  die  Werthe  der  Coefficienten 
^1 »  •  •  •  9  (r^  und  der  L)tegrationsconstanten  Ä  und  B  zu  berechnen. 
Man  kann  sich  zu  dem  Zweck  der  folgenden  Tafel  von  Newcokb' 
bedienen,  die  zwar  mit  Levebribb's  Werthen  fär  die  secularen 
Störungen  der  grossen  Planeten  berechnet  ist,  und  ausserdem  nur 
zwischen  a  =  2.2  und  3.2  die  Goefficienten  giebt,  jedoch  hier  als 
hinreichend  genau  zu  betrachten  ist 


^  Meddelanden  Mn  Lunds  Obseryatorium,  Nr.  12. 

*  „On  the  sectdar  variations  of  the  orbits  of  the  Asteroids'^    Memoin 
of  the  American  Acad.,  New  Seriea,  Vol.  V. 
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Wie  man  findet^  smd  die  Goefficienten  G^,  G^,  G^  die  grössten. 
Wenn  die  übrigen  yernachläsaigt  werden,  erhält  man  f&r  die  genannten 
Planeten  folgende  Werthe  ftlr  G^,  G^,  G^.  Ans  (14)  sind  ausser- 
dem die  Integrationsconstanten  Ä  und  B  berechnet  (Siehe  Tabelle 
S.  425.) 

Man  findet,  dass  für  alle  diese  Planeten  der  Coefficient  Gj 
grösser  als  A  ist  und  auch  grösser  als  die  anderen  Coefficienten. 

Für  die  drei  Planetoiden  (w)  Protogeneia,  (^  Phthia  und  (m)  Martha 

ist  Gy  grösser  als  die  Summe  der  anderen  Coefficienten.  Diese  drei 
Planeten  besitzen  also  lAbraüon  in  der  Perihellänge,  d.  h.  di^  Langt 
des  Perihels  dieser  drei  Planeten  weicht  niemals  mehr  als  90^  von 
der  Länge  des  Perihels  Jupüers  ah.  Die  mittlere  Bewegung  des 
Perihels  wird  hier  gleich  s^^  oder  3".717,  während  für  andere 
Planeten,  die  sich  in  demselben  Abstand  von  der  Sonne  be- 
finden, die  mittlere  Bewegung  gleich  b  und  also  bedeutend 
grösser  ist. 

Was  die  anderen  Planeten  betrifft,  welche  in  der  obigen  Zu- 
sammenstellung Torkonmien,  so  muss  der  Werth  ihrer  mittleren  Be- 
wegung des  Perihels  —  wenn  überhaupt  eine  existirt  —  TorläuiBg 
als  unbekannt  betrachtet  werden.  Derselbe  fällt  jedenMls  nicht 
mit  b  zusammen* 

§  12.   Die  secuiaren  Störungen  der  kleinen  Pianeten.   Fortsetzung. 

Wir  haben  oben  darauf  aufinerksam  gemacht^  dass  der  Coefifi- 
cient  ^^  unendlich  wird,  wenn  der  Abstand  von  der  Sonne  einen 
solchen  Werth  hat,  dass  für  ihn  die  Grösse  b  gleich  s^  wird. 
Ebenfalls  wird  H^  unendlich,  wenn  b  gleich  —  a^  wird.  Wir  haben 
gefunden,  dass  b  zwischen  Mars  und  Jupiter  den  Minimal  werth 
b^  =  22".55  besitzt  Da  s^  gleich  22".46  und  kein  *^  (r  =  0,  1,  . . .,  7) 
einen  grösseren  Werth  hat,  so  können  die  Coefficienten  G^  niemals 
zwischen  Mars  und  Jupiter  unendlich  werden.  Bei  den  Neigangs- 
gliedem  liegt  die  Sache  anders.  Eier  ist  a^  &=  —  26".93,  und  also 
numerisch  grösser  als  b^.  Der  Nenner  in  H^  kann  also  verschwinden, 
und  zwar  tritt  dies  ein,   wie  man  aus  der  Tafel  von  Nobak  imd 
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Raab  im  Anhang  findet,  wenn  der  Abstand  yon  der  Sonne  gleich 
1.951  ist 

Wir  wollen  einen  solchen  Abstand,  für  welchen  ein  Nenner  der 
Coefficienten  G^  oder  H^  verschwindet,  als  einen  kritischen  Abstand 
bezeichnen. 

Würde  man  nur  die  Glieder  von  dem  zweiten  Grade  in  der 
Störungsfunction  betrachten,  so  würde  man  also  zu  dem  Besultat 
gelangen,  dass  die  secularen  Störungen  für  diese  kritischen  Abstände 
unendUch  gross  werden. 

Anders  liegt  indessen  die  Sache,  wenn  msjx  die  höheren  Glieder 
in  der  Störungsfunction  berücksichtigt.  Es  wird  sich  in  der  That 
dann  zeigen,  dass  die  secularen  Störungen  in  diesen  kritischen  Ab- 
ständen einen  endlichen  Werth  haben.  Statt  dessen  findet  man 
aber,  dass  in  der  Nahe  des  kritischen  Abstandes  ein  singulärer 
Punkt  liegt,  in  dem  die  Störungen  zwar  nicht  unendlich  gross  werden, 
doch  hohe  Werthe  bekommen  können,  und  wo  ausserdem  der  Goef- 
ficient  H^  plötzlich  von  einem  negativen  zu  einem  positiven  Werth 
überspringt. 

Indem  wir  setzen 

z  =  tgtsin  £iy 

(1) 

[  y  =  tg2C0sfl, 

erhalten  wir,  wenn  die  Glieder  dritten  Grades  berücksichtigt  werden, 
folgende  Differentialgleichungen^ 


(2) 


^4f +  yt*- *'(**  + y*)J=     2^.eo8K'  +  ^J 


^-x[b-  e{x»  +  y'j\ ^F,sin  {<r,t  +  S,) 


und  hier  ist 


ir>  -2^^(2<>0. 


^  Yergleicfae   einen  Anfeats  vom  Verf.:     „Sor  les  points  BuigaliexB  dea 
in^galit^B  s^culaires  des  petites  planstes."    Bulletin  Afltronomique  1900. 
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wo  b^.  und  b^^  LAPLACE^sche  Coeüficienten  sind,  die  durch  folgende 
Beihenentwickelung  definirt  sind: 

fl.»'  (a*  —  2aa.C08y  +  a.«)-«  =  |*/o)  ^  J^Wcosy  +  bJ^^G0s2g>  +  . .  . 

Es  ist  nicht  nothwendig,  das  allgemeine  Integral  von  (2)  aufzu- 
suchen. Es  genügt  in  der  That  das  Verhalten  des  Integrals  in  der 
Nähe  des  kritischen  Äbstandes  zu  betrachten,  und  zu  dem  Zweck 
hat  man  nur  ein  particuläres  Integral  aufisufinden,  das  f ür  c  =  0 
mit  dem  Ausdruck  (12*)  im  yorigen  Paragraphen  zusammenfällt 

Wenn  <t  diejenige  Grösse  bezeichnet,  welche  zu  einem  kritischen 
GUed  in  dem  Integral  Veranlassung  geben  kann,  so  genügt  es  also, 
folgende  Gleichungen  zu  betrachten 


(3) 


(4) 


47+y[*-^(**  +  y*)]=    i^cos((T/+5), 

^^x\b^  c(x>  +  y»)]  =  -  Fwi{<Tt  +  S). 


Diese  Gleichung  besitzt  o£fenbar  das  particuläre  Integral 

y  =  Jrcos(<T^  +  S)j 


und  zwar  können  wir  hier  dem  Coefficienten  K  die  Bedingung  auf" 

erlegen  j   dass   er,   wenn  c  gegen  Null  geht,   sich  ohne  Sprünge  dem 

Grenzwerth 

F 
b  -h  a 
nähern  soll. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (3)  erhalten  wir  eine  und  dieselbe 
Bedingnngsgleichung  für  K,  nämlich 

(5)  (TK+Kib'-cK^^F. 

Die  Grössen  b,  c  und  P  sind  bekannte  Functionen  des  Ab- 
Standes des  kleinen  Planeten  von  der  Sonne. 
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Für  einen  solchen  Werth  des  Abstandes  —  a  —  ftr  welchen 

d.  L  in  einem  Punkt,  den  wir  kritisch  genannt  haben,   erhält  man 
aus  (5) 

(6)  ^— l/?' 

und  man  sieht,  dass  K  einen  endlichen  und  bestimmten  Werth  in 
diesem  Punkte  hat 

Indessen  hat  man  den  singulären  Punkt  nicht  hier  zu  sacheiL 
Man  findet  ihn  yielmehr,  wenn  a  einen  solchen  Werth  hat,  dass 
die  Gleichung  (5)  eine  doppelte  Wurzel  besitzt 

Wenn  man  setzt 


(7*) 


h  +(r 
So 

= 

«> 

F 

o  « 

-g 

i, 

so  lautet  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  Ki 
(7)  Z»-3xJS:-2A  =  0, 

welche  Gleichung  eine  Doppelwurzel  besitzt,  wenn 

Wir  bezeichnen  den  Werth  von  a,  für  welchen  diese  Gleichung 
erfbUt  ist,  mit  a^.    Wenn  nun 

dann  ist  x'  >  A'  und  die  Wurzeln  von  (7)  sind  alle  reell  und  yer- 
schieden.  Wenn  dagegen  a  <  a^ ,  so  ist  x^  <  i}^  und  die  Glei- 
chung (7)  hat  nur  eine  reelle  Wurzel. 
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Wir    wollen    nun   nntersnchen,    was   f&r    eine    von    den    drei 

reellen  Wnrzeln,  im  vorigen  Falle,  in  r— —   übergeht^    wenn  c  der 

Null  sich  nähert 

Die  drei  Wurzeln  sind  durch  die  Formel 

(8)  Z=  2yxco8  l±lPJL      (;,  =  0,  1 ,  2) 

gegeben,  wo 

Wird  mit  6^  der  kleinste  positive  Werlh  bezeichnet,  den  man 
aus  der  obigen  Gleichung  (8*)  f&r  6  erh&lt^  so  haben  also  die  drei 
Wurzeln  £^,  Z,  und  K^  die  Werthe 

K^  =  2yicosl^  +  120A, 
£^^2y^cos(^+24oA. 

Da  das  Zeichen  für  F  beliebig  gewählt  werden  kann,  können 
wir  immer  annehmen,  dass  d^  <  90^. 

Betrachten  wir  nun  die  Werthe  dieser  Wurzeln  f&r  ver- 
schwindende Werthe  von  c.  Aus  den  Formeln  ftkr  x  und  l  folgte 
dass  cos  6  gegen  Null  abnimmt,  wenn  c  verschwindende  Werthe  an- 
nimmt, und  man  hat  für  kleine  Werthe  von  c 

öo  =  900-/Y^, 

wo  f  eine  endliche  und  positive  Grösse  bezeichnet 

Es  folgt  nun,  dass  K^  und  K^  unendlich  wachsen,  wenn  c  gegen 
Null  abnimmt,  und  dass 

HmZ.  =    ^ 


«sO 


«       6  +  <r 


Es  ist  also  die  Wurzel  JT,,  welche  man  hier  zu  wählen  hat, 
um  die  Grösse  K  zu  repräsentiren,  wenn  a>  a^. 
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Indem   a  sich   dem  Werthe   a^   nähert,   nähert   sich   d^    dem 

Werthe  Null  und  K^  bekommt  den  Grenzwerth  —  ^x  oder,  was  hier 

dasselbe  ist,  —  j/T! 

Wenn  wir  dagegen  die  einzige  reelle  Wurzel  betrachten,  welche 
die  Gleichung  (7)  für  a  <  a^  befriedigt^  so  ist  ihr  Werth 

(9)  iT  =  [i + yiJ^^^f'  +  u^-  yp^^^'^'. 

Im  Besonderen  erhält  man  ftkr  a  «  o^  (also  auch  X*  =  x^ 

In  der  Nähe  des  singulären  Punktes  a^  hat  also  der  Goefficient  K 
folgende  bemerkenswerthe  Eigenschaft: 

jPGr  a  <C  Uq  hat  K  den  Wer(h  (9),  der  für  a  ^  a^  in 

K^2yJ} 

übergeht\  indem  a  den  Werth  a^  überschreitet ^  wechselt  K  das  Zeichen 
und  wird  ausserdem  auf  die  Hälfte  redudrt.  Für  a>a^  ist  K  durch 
die  Formel 

(10)  JT  «  2  yi'cos  (y  +  240  «) 

bestimmt,  wo  0  den  kleinsten  positiven  Winkel  bezeichnet^  welcher  der 
Gleichung 

(lO*)  cos  d  - 1/5 

ffenüfft 

Der  singulare  Punkt  ist  also  ein  Unstetigkeitspunkt  f&r  den 
Goefficienten  K, 

Wollen  wir  diese  Eesultate  auf  das  Planetensystem  anwenden, 
so  hat  man  die  numerischen  Werthe  der  Grössen  F,  b  und  e  zu 
ermitteln.  Nach  der  Tafel  von  Newgomb  hat  man  f&r  ^,  um 
welchen  Goefficienten  es  sich  hier  handelt,  die  folgenden  Werthe: 
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a 

F, 

2.2 

-  (KM  753 

2.4 

-  0  .2192 

2.6 

-  0  .2733 

2.8 

-  0  .8456 

8.0 

-  0  .4209 

8.2 

-  0  .5467 

Wir  haben  hier  das  Zeichen  für  F  negativ  gewählt  am  einen 
positiven  Werlh  für  A  zu  bekommen. 

Der  singulare  Punkt  liegt,  wie  wir  bald  finden  werden,  im 
Abstand  a^  =3  2.05.  Aus  der  obigen  kleinen  Tafel  wird  man  finden, 
dass  man  ohne  merkbaren  Fehler 

F^  -0'M5 

setzen  kann,  und  diesen  Werth  habe  ich  zur  Berechnung  von  »  und 
X  benutzt 

Indem  ich  nur  die  Störungen  von  Jupiter  und  Saturn  in  Be- 
tracht gezogen  habe,  habe  ich  folgende  Werthe  flir  b  und  c  in 
der  N&he  des  kritischen  Punktes  erhalten: 


a 

6 

0 

6  +  a, 

1.821 

21".54 

21".58 

-4".39 

1.873 

22  .80 

28  .61 

-8  .13 

1.925 

24  .15 

26  .04 

-1  .78 

1.977 

25  .54 

28  .61 

-0  .89 

2.029 

27  .00 

31  .39 

+  1  .07 

2.081 

28  .52 

84  .41 

+  2  .59 

2.181 

80  .10 

87  .67 

+4  .17 

2.183 

31  .76 

41  .17 

+5  .88 

Hier  ist  a^  gleich  —  25''.93  angenommen. 

Für  a  SS  1.99  erhält  man  b  +  <t^^0.    Es  ist  dieser  Abstand, 
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auf  den  Leyebbier  sich  bezieht,  indem  er  änssert:^  ^JBls  giebt 
zwischen  Jupiter  und  der  Sonne  eine  Stelle  so  beschaffen,  dass, 
wenn  eine  kleine  Masse  sich  dort  befände,  die  sich  in  einer  Bahn 
mit  kleiner  Neigung  bewegte,  dieselbe  sich  von  ihrer  nrsprünglicheii 
Bahn  entfernen  und  eine  grosse  Neigung  gegen  die  Ebene  der 
Jupiterbahn  erhalten  würde  durch  die  Störungen  dieses  Planeten 
und  diejenigen  Satums.'^  Durch  die  Berücksichtigung  der  Glieder 
dritter  Ordnung  wird  diese  Behauptung  insofern  modifidrt,  dass 
erstens  der  fragliche  Punkt  etwas  mehr  entfernt  von  der  Sonne 
liegt  (wir  werden  gleich  finden,  dass  der  singulare  Punkt  für  o^  =  2.05 
getroffen  wird),  und  dass  zweitens  die  Schwankungen  in  der  Neigung 
innerhalb  ziemlich  enger  Grenzen  liegen. 

Für  X  und  X  erhält  man  folgende  Werthe: 


a 

X 

l 

X«-«« 

1.S21 

-0.067« 

+0.00848 

+0.0003  289 

1.878 

-0.0442 

+0.00318 

+0.0000  964 

1.926 

-0.0228 

+0.00288 

+0.0000  201 

1.977 

-0.0045 

+0.00262 

+0.0000  070 

2.029 

+0.0114 

+0.00289 

+0.0000  042 

2.081 

+0.0251 

+0.00218 

-0.0000110 

2.131 

+0.0367 

+0.00199 

-0.0000463 

2.183 

+0.0472 

+0.00182 

-0.0001019 

* 

Die  Lage  des  singulären  Punktes  ist  unmittelbar  aus  der  letzten 
Columne  ersichtlich.  Der  entsprechende  Werth  von  a  ist  Oq  ==  2.05. 
Man  findet,  dass  dieser  Punkt  nicht  mit  dem  kritischen  Punkt  zu- 
sammenfällt, obgleich  er  sich  wenig  davon  entfernt 

Die  Werthe  von  K,  welche  dem  singulären  Punkt  {a^)  ent- 
sprechen, sind 

Z==-.  0.1826        und 

JT  =  +  0.2652 . 


1  Amudee  de  rObservatoire  de  Paris.  T.  IL 
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Der    letztere    Werth   entspricht   eitler  Neigung   von    14^.8,    wenn 
man  von  der  ursprünglichen  Neigung  der  Planetenbahn  absieht. 

Die  Werihe  von  K  in  der  Nähe  des  singolären  Punktes  sind, 
nach  den  Formeln  (9)  und  (10),  die  folgenden: 


a 

JT,  -  ü: 

K, 

Kt 

1.821 

+0.0340 

1.878 

+0.0472 

1.925 

+0.0774 

1.977 

+0.1470 

2.029 

+  0.2334 

2.081 

-0.0610 

+0.2997 

-0.2888 

2.131 

-0.0864 

+0.8498 

-0.8130 

2.188 

-0.0258 

+0.3877 

-0.3627 

.azo 


Fig.  28. 


20 


Ich  gebe  in  der  beistehenden  Fig.  28 
einegraphische  Darstellung  dieser  Werthe,  *030 
die  eine  klare  Vorstellung  von  dem  Ver- 
halten des  Integrals  in   der  Mähe   des  ^^^ 
singulären  Punktes  giebt 

Durchmustert   man    das  Verzeich- 
niss   der   kleinen  Planeten ,    so    findet    ^^ 
man   unter   den    bis   jetzt    entdeckten 
Asteroiden  zwei,  die  in  der  N&he  dieses  -^-^^ 
singulären  Punktes  liegen.    Der  eine  ist 

der  interessante  Planet  (^  Hungaria» 

im  Abstände  a  =  1.946  von  der  Sonne,  -^^ 
und  auf  der  anderen  Seite  des  singu- 
lären Punktes  liegt  der  Planet  1893  C, 
Ar  welchen   man  indessen  nur  Ereis- 
Elemente  besitzt,    und  der  nach   seiner  Entdeckung   nicht   mehr 
beobachtet  worden  ist 

Ceamuer,  Meehanik  des  mmmels.  L  28 
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Beispiel.  Wir  wollen  die  obigen  Anteinandenetinngen  anf  den  Pla- 
neten usa)  Hunguia  anwenden,  indem  wir  dabei  nnr  den  Kinflnim  der  Pla- 
neten Jnpiter  ond  Satom  in  Betracbt  ziehen. 

Nach  §  9  sind  die  aecularen  Störungen  von  Jnpiter  und  Satom  durch  die 
folgenden  Formeln  gegeben,  wenn  nnr  die  drei  groasen  Glieder  mitgenommen 
werden : 

^21.  sin  V  C0B.ß,^  »  +  0.001199  cos  (-  0".6617 1  +    20«  310  + 

+  0.000879  eofl(-  2".9161 1  +  ISS^SeO  + 

+  0.006301  cos  (-25".9S46 1  +  306<»  190  > 

1^  sin  «0^  cos.ßo^  =  +  0.001168  cos  (-  0".6617 1+    20*  810  - 

-  0.000718  cos(-  2".9161 1  +  183«  560  - 

-  0.016698  COB  (-26".9846 1  +  806<»  190  • 

HieraoB  soll  man  nun  die  Werthe  von  F„  F^  nnd  F^  berechnen.  Diese 
sind  nach  §  11  (11)  dnrch  die  Formel 

gegeben.    Für  die  Coef&denten  (0,  «)  erhftlt  man  nach  den  Tafeln  von  NoBiK 
nnd  Raab  (a  -  1.9466)  die  Werthe: 

(0.5)  -  23".765 , 

(0.6)-    0".9882, 
nnd  hieraus 

JPi  -  +  0".0296 , 

jp;  «  +  0".0202 , 
jp;  =  +  0".1350 , 

so  dass  die  Differentialgleichmigen  (2)  nun  lanten: 


'  dx         r-         .  .        __ 
-^  +  y[6-o(aj*  +  y«)] 


(11) 


0".0296  cos(-  0".6617<  +  20*  81')  + 
+  0".0202  cos(-  2".9161 1  +  183«  560  + 
-  0".1850  oos(-25".9846  t  +  126«  190 , 


dy_ 
dt 


+  « [6  -  0  (»•  +  y«)]  =  -  0".0296  sin  (-  0".6617  t+    20«  810  - 

-  0".0202  sin(-  2".9161 1  +  183«560  - 
+  0'M850  sin(-25".9846 1  +  126«  190  - 
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Hier  habe  ich  du  Zeichen  des  letiten  Gliedes  gewechselt  and  gleichseitig 
das  Aignment  um  180*  verkleinert,  nm  IL  positiv  zu  erhalten. 

Den  Werth  von  o  kann  man  ohne  grösseren  Fehler  der  oben  gegebenen 
Tafel  entnehmen,  in  welchem  Falle  man  bekommt: 

0  =  27".14 . 

Ein  kleiner  Fehler  in  dem  Werth  von  b  ist  aber  von  grossem  Einflnss 
sof  das  Besoltat  und  man  thnt  deswegen  gat,  diese  Grrösse  aus  der  genauen 
Formel 

zu  berechnen,  indem  man  also  hier  auch  den  Einflnss  der  übrigen  Planeten 
berCkeksichtigt,  von  denen  hier  Mars  und  die  Erde  merkbare  Zuschüsse  xu  b 
geben.  Man  bekommt  in  der  That  (0.4)  =  0'^4S  und  (0.8)  s  0".51.  Indem  also 
alle  Planeten  berücksichtigt  werden,  erhält  man  aus  der  Tafel  von  Noate  und 
Raab  (Anhang.    Taf.  111). 

b  -  25".884. 

Würde  man  bei  der  Integration  der  Gleichungen  (11)  die  Glieder  dritter 
Ordnung  vemachlftssigen,  so  würde  das  Integral  lauten^ 

tg«sini2»asin(-6^  +  D)  +  0.00118  sin(-  0".6617  t  +    20*810  + 

+  0.00088  sin(-  2".9161 1  +  138*  560  + 
+       K      sin  (~ 25^.9846  t  +  126*  190 , 

tg  f  COs/2  a>  C  C08(—  6  ^  +  I>)  -f-    U.  8.  w., 


(12) 


WO  JT  a  +  1.850  ist,  und  man  würde  in  der  Neigung  eine  Störung,  welche  mehr 
als  53®  beträgt,  erhalten.  Da  indessen  hier  der  unterschied  swischen  6  und  —  a, 
nur  CMOO  beträgt,  so  ist  dies  Resultat  als  völlig  illusorisch  su  betrachten. 

Nennt  man  K  den  wahren  Werth  des  Coefficienten  des  letzten  Gliedes 
in  den  Ausdrücken  (12^  so  ist  nach  (7) 

2r»-3x^-2A«0. 

FOr  X  und  X  bekommt  man  nach  (7*)  die  Werthe 

X  »  -  0.001228 , 
X  »       0.002487 . 


'  Für  den  Fall,  dass  <r  +  b  genau  gleich  NuU  ist,  ist  die  Form  des  Inte- 
grals von  Idmam  a.  a.  0.  gegeben  worden. 

28* 
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Da  A'  grÖBaer  als  »*  ist,  so  hat  die  Gleichung  ftr  K  eine  einzige  reelle 
Wurzel,  welche  man  mittelst  (9)  herechnen  kann.  Da  indessen  «  in  diesem 
Falle  sehr  klein  ist,  so  genttgt  es,  die  Formel 

K  -  (2i)V.  =  -  p/X 

sa  benutzen.    Diese  §^ebt 

iT  =  +  0.1707 , 

also  einen  Werth,  der  fast  achtmal  so  klein  ist,  wie  der  aus  den  Gliedern  erster 
Ordnung  erhaltene  Weith. 

Es  er&brigt  noch  die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  0  und  D, 
Aus  der  Tafel  von  Psilaxdib  (Anh.  11)  über  die  Elemente  der  kleinen  Pla- 
neten, auf  die  unveränderliche  Ebene  bezogeui  erhilt  man 

$0  »    220.01 , 
S^  -  178^29 , 

wo  die  Ejiotenlänge  auf  das  Aequinoctinm  1900.0  bezogen  ist    Die  Zahlen  von 

Stookwxll  beziehen  sich   auf  das  Aequinoctium  und  die  Epoche  1850.0  und 

man  hat  also  in  (12)  ^  >■  50  zu  setzen. 

Wir  finden 

C  »  -f      0.3288 , 

D »       208M6 

und  es  wird  also  fftr  Qsi\  Hungaria,  wenn  die  kleinen,  mit  0.00118  und  0.00086 
multiplicirten  Glieder  vernachlässigt  werden, 

tg  •  sin  i2  »  0.8289  sin  (- 25".834 1  +  202^58) 
+  0.1707  sin(-25".935<  +  125<»,97), 

tg  f  cos  i2  «  0.8289  cos  (-  25''.884 1  +  202^58) 
+  0.1707  cos  (-25".985 1  +  125«.97) . 

Es  findet  also  f&r  diesen  Planeten  eine  Libration  mit  Jupiter  und  SaAnm 
nicht  statt 

Die  Neigung  variirt  zwischen  den  Ghrenzen: 

Kleinster  Werth  der  Neigung        9^0, 
Grdsster        „        „  „  26^6. 
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Tafel  L 

Eriftuterungen. 

Die  anf  die  unveränderliche  Ebene  bezogenen  Elemente  der 
grossen  Planeten  sind  nach  PsüiANDeb  a.  a.  0.  gegeben.  Die  Ele- 
mente (Oq,  r,  Q^f  und  ^  sind  der  Tafel  von  PsüiAKBeb  direct  ent- 
lehnt und  beziehen  sich  auf  das  Aequinoctium  1900.0.  Die  übrigen 
Elemente  sind  dem  Berliner  Jahrbuch  1900  entnommen.  Die  Epoche 
ist  ftLr  Uranus  und  Neptun  1850  Jan.  0.0,  ftLr  die  übrigen  Planeten 
1850  Jan.  1.0.  Hinsichtlich  der  Bezeichnungen  verweise  ich  auf  die 
Elrläuterungen  zu  Tafel  11. 

Elemente  der  grossen  Planeten. 


M 

<P 

n 

loga 

^     MeriLur  .    .    . 

2b2^  0'33".9 

11*51'  53".7 

14732".41967 

9.5878  214 

9     Venufl    .    .    . 

116     3     8  .0 

0  23  31  .5 

5767  .66982 

9.8593  866 

6     Eide.    .    .    . 

0  23  33  .0 

0  57  39  .4 

3548  .19286 

0.0000006 

<?    Man .... 

HO  21  39  .7 

5  21     4  .5 

1886  .51831 

0.1828  982 

2\-  Jupiter  .    .    . 

148    6     2  .7 

2  45  56  .5 

299  .12836 

0.7162  168 

"^    Satnm    .    .    . 

284  45  27  .9 

3  12  51  .7 

120  .45465 

0.9802  194 

S    UraniiB  .    .    . 

218  33  53  .4 

2  39  25  .7 

42  .23079 

1.2887  100 

a    Neptun  .    .    . 

291  48     7  .8 

0  29  12  .5 

21  .53302 

1.4787  834 

«0 

r 

^0 

«0 

^    Merkur  .    .     . 

1 

41»  3'59".9 

288"  7'25".0 

34*50'   8".8 

6*20'57".5 

9    Venufl    .    .     . 

76     1  35  .8 

307  26  14  .6 

54     8  57  .9 

2  11  15  .1 

6    Erde.    .    .    . 

174     7  35  .9 

180  13  17  .0 

286  56    0  .3 

1  35  19  .4 

<?   MaiB .... 

338    8  33  .7 

249     9  47  .2 

355  52  80  .5 

1  40  43  .3 

2|.  Jupiter  .    .    . 

55  37  40  .0 

210  16  35  .6 

316  59  19  .0 

0  19  54  .4 

^    Saturn    .    .    . 

327  17  21  .8 

16  48  80  .6 

123  31  14  .0 

0  55  48  .7 

$    UranuB  .    .    . 

220  19  40  .5 

204  18  38  .2 

311     1  21  .5 

1     1  49  .9 

a   Neptun  .    .    . 

210  24     3  .0 

86  52    0  .2 

193  34  48  .5 

0  43  24  .8 

Tafel  n. 

Erlliiterungen. 

Die  Elemente  der  kleinen  Planeten,  anf  die  unveränderliche 
Ebene  bezogen,  sind  nach  Pbelandeb  (Meddelanden  frän  Lands  Ob- 
seryatorinm  Nr.  16)  gegeben.  Die  Elemente  (o^,  F,  Q^  und  ^  sind 
der  Tafel  von  Psilandeb  direct  entlehnt  Die  übrigen  Elemente 
sind  dem  Berliner  Jahrbuch  1 902  entnommen.  Die  Buchstaben  haben 
hier  folgende  Bedeutung.    Es  ist 

m^  s  diejenige  Grösse  (Helligkeit),  welche  der  Planet  in  seiner 
mittleren  Entfernung  a  von  der  Sonne  und  der  gleich- 
zeitigen Elntfemung  a  —  1  von  der  Erde  haben   würde; 
Jlf  r=s  die  mittlere  Anomalie  des  Planeten  zu  der  angegebenen 

Epoche ; 
fp    a  der  Ex centricitäts Winkel  {e  =  sin  q>)\ 
n    =8  die  mittlere  Bewegung; 
a    «  die  halbe  grosse  Achse; 
(Oq  ==  Abstand  des  Perihels   vom    au&teigenden    Knoten    der 

Planetenbahn  auf  der  unveränderlichen  Ebene; 
r  =»  Abstand  des  au&teigenden  Knotens  der  Planetenbahn  auf 
der  unveränderlichen  Ebene  vom  absteigenden  Knoten 
der  Ecliptik  auf  der  unveränderlichen  Ebene; 
Qq  s  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Planeten- 
bahn auf  der  unveränderlichen  Ebene ,  bezogen  auf  das 
mittlere  Aequinoctium  1900.0.  [Wird  die  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens  der  unveränderlichen  Ebene  auf 
der  Ecliptik  1900  mit  11  bezeichnet,  so  ist  also  Si^  =  F 

+  ni 

Iq    s  die  Neigung  der  Planetenbahn  gegen  die  unveränderliche 

Ebene. 
07    =  Abstand    des  Perihels  vom    aufsteigenden   Knoten    der 

Planetenbahn  auf  der  Ecliptik. 
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Tafü  IL 


Nummer  und  Name 

iWo 

Epoche  und 
Osculation 

M 

1 

V 

1.  Oeree 

7.4 

1900  Juli 

24.0 

152*36'    3" 

.6 

t 
4*30'14".9 

2.  Pallas   .    .    . 

>    • 

8.0 

1 

1900  Juli 

24.0 

153  58  40 

.2 

13  44  16  .0 

3.  Juno      .    .     . 

8.7 

1900  Oct 

4.0 

380  58  54 

.7 

14  54  14  .4 

4.  Vesto    .     .     . 

6.5 

1899  Oot 

9.0 

119  38  30 

.0 

5     7     1  .2 

5.  Astnea  .    .    . 

9.9 

1898  Sept. 

11.0 

224     4     1 

.2 

11     1     8  ^ 

6.  Hebe     .    . 

8.5 

1900  Juli 

8.0 

284  20  20 

.1 

11  35     3  .1    • 

7.. Iris    .    .    . 

8.4 

1900  Jan. 

0.0 

9     5  20 

.1 

13  20  50  .2 

1 

8.  Flora     .    . 

8.9 

1848  Jan. 

1.0 

35  52  49 

.3 

9     0  54  .4 

9.  Metis     .    . 

8.9 

1858  Juni 

30.0 

57     4  34 

.7 

7     5     2  .4 

10.  HygisBa     . 

9.5 

1898  Dec 

20.0 

291  20  17 

.9 

6  58  27  .8 

11.  Parthenope    . 

9.3 

1900  Mai 

24.0 

292  39     8 

.5 

5  46     3  .4 

12.  Victoria     .    . 

9.7 

1851  Jan. 

0.0 

66     2  39 

.9 

12  38  44  .9 

13.  Egeria  .    . 

9.7 

1850  Jan. 

0.0 

210  46  34 

.3 

4  59  47  .3 

14.  Irene     .    . 

9.7 

1898  Oct. 

1.0 

180  47  34 

.9 

9    20  51  .3 

15.  Eunomia    . 

8.6 

1854  Jan. 

0.0 

122     5  31 

.5 

10  47  32  .2 

16.  Psyche  .    .    . 

9.6 

1899  Juli 

27.0 

301     1  33 

.0 

7  50  18  .3 

17.  Thetis    .    . 

10.1 

1900  Oct 

31.0 

112  53  10 

.3 

7  33  55  .8 

18.  Melpomene 

9.3 

1854  Jan. 

0.0 

80     4  37 

.0 

12  34  20  .2 

19.  Fortuna 

9.8 

1900  März 

25.0 

125  39  18 

.8 

9     9  40  .0 

20.  Massalia    .    , 

9.2 

1899  Mftrz 

29.0 

76  24  22 

.5 

8   17  46.  2 

21.  Lutetia  .     . 

1 

10.1 

1853  Jan. 

2.0 

74  20     5 

.1 

9  19  44  .6 

22.  Kalliope     .    . 

9.8 

1898  Oct 

1.0 

96  34  37 

.0 

5  38  34  .5 

23.  ThaUa  .    .    . 

10.5 

1900  Jan. 

8.0 

337     2     2 

.1 

13  32  59  .4 

24.  Themis .     .     . 

10.8 

1897  Dec. 

25.0 

40  55     3 

.7 

7  50  15  .8 

25.  Phocsea      .     . 

10.5 

1898  Aug. 

2.0 

7  21  33 

.6 

14  39  21  .4 

26.  Proserpina 

10.5 

1853  Juni 

11.0 

351     5  55 

.6 

5     0  37  .3 

27.  Euterpe      .    < 

9.7 

1873  Jan. 

5.0 

90  32  27 

.0 

10     0  56  .0 

28.  Bellona      . 

10.1 

1898  Sept 

11.0 

258  21  43 

.7 

8  38  54  .6 

29.  Amphitrite 

9.0 

1855  Jan. 

0.0 

198     1  40 

.2 

4   15  25  .3 

30.  Urania  .    .    . 

9.9 

1890  Juni 

5.0 

239  51  48 

.5 

7  21     5  .1 

31.  Euphrosyne    . 

11.0 

1899  Oct 

15.0 

327     7  12 

.8 

12  52  34  .7 

82.  Pomona     .    . 

10.6 

1855  Jan. 

0.0 

223  54  39 

.3 

4  45  43  .1 

33.  Polyhymnia   . 

11.8 

1900  Jan. 

0.0 

137  40  57 

.3 

19  41  13  .8 

34.  Circo     .    .     . 

11.5 

1 

1897  Dec. 

5.0 

288  24  37 

.6 

6      4  35  .9 

35.  Leukothea.    < 

12.2 

1898  Sept 

11.0 

127  21  38 

.2 

12  42  36  .2 

Elemente  der  kleinen  Planeten. 


443 


9» 

log  a 

«0 

r 

^0 

»0 

rTl".2414 

0.4418  775 

74«41'  23' 

'.0 

329«  38' 43' 

\1 

76021' 27" 

M 

9013'25".8 

7e8 

.6565 

0.4428  495 

306  41  16 

.8 

68  15  2 

.5 

174  57  45 

.8 

84 

3  53  .7 

313 

.8326 

0.4268  143 

238  5  22 

.5 

70  30  10 

.9 

177  12  54 

.2 

12 

24  45  .3 

97T 

.6889 

0.3732;039 

149  16  6 

.3 

355  54  12 

.1 

102  36  55 

.4 

5 

33  17  .6 

B58 

.1895 

0.4109  489 

340  47  50 

.7 

47  26  5 

.2 

154  8  48 

.6 

4 

7  59  .6 

939 

.1860 

0.3848  366 

233  20  11 

.6 

35  26  35 

.6 

142  9  18 

.9 

13 

28  50  .3 

962 

.5828 

0.3777  123 

135  43  5 

.4 

159  37  22 

.3 

266  20  5 

.6 

6  55  33  .6 

086 

.3382 

0.3426  943 

281  8  1 

.6 

5  47  59 

.3 

112  30  42 

.7 

4 

18  7  .4 

962 

.3390 

0.3777  857 

15  10  32 

.6 

309  48  12 

.7 

56  30  56 

.1 

4 

27  8  .1 

639 

.1669 

0.4962  621 

308  42  13 

.4 

179  21  51 

.5 

286  4  84 

.8 

5 

23  59  .2 

928 

.2874 

0.3897  798 

184  8  22 

.6 

27  43  37 

.3 

134  26  20 

.7 

3 

9  44  .3 

994 

.8347 

0.3681  389 

58  35  37 

.1 

136  56  42 

.0 

243  89  25 

.4 

9 

28  28  .7 

857 

.9451 

0.4110  315 

82  9  16 

.2 

292  12  11 

.4 

38  54  54 

.7 

15 

52  53  .2 

851 

.4287 

0.4132  389 

96  5  3 

.2 

336  15  16 

.2 

82  57  59 

.6 

7 

35  3  .2 

825 

.4550 

0.4222  090 

94  54  28 

.9 

186  54  37 

.6 

293  37  20 

.9 

13 

18  51  .7 

710 

.5554 

0.4656  058 

196  25  2 

.6 

73  25  27 

.7 

180  8  11 

.0 

2 

13  14  .7 

912 

.9107 

0.3930  522 

130  38  13 

.2 

25  26  49 

.9 

182  9  83 

.2 

4 

8  12  .1 

1O20 

.1198 

0.3609  032 

218  2  29 

.5 

50  52  58 

.1 

157  35  41 

.5 

9 

4  26  .9 

930 

.1666 

0.3876  305 

141  26  16 

.1 

142  45  26 

.0 

249  28  9 

.8 

2 

28  53  .1 

949 

.0005 

0.3818  268 

195  24  6 

.9 

158  21  1 

.2 

265  3  44 

.6 

1 

50  1  .0 

933 

.5544 

0.3865  780 

269  15  53 

.5 

311  46  40 

.5 

58  29  23 

.9 

1 

47  38  .2 

714 

.4288 

0.4640  317 

356  39  16 

.2 

315  15  31 

.5 

61  58  14 

.9 

12 

33  19  .9 

838 

.5369 

0.4193  879 

62  20  45 

.5 

314  51  58 

.9 

61  34  42 

.2 

9 

2  12  .5 

640 

.5990 

0.4956  138 

186  8  20 

.7 

209  47  24 

.8 

316  30  8 

.1 

1 

31  38  .9 

954 

.0992 

0.3802  754 

84  48  32 

.3 

111  14  45 

.8 

217  57  29 

.2 

22 

8  20  .6 

819 

.6847 

0.4242  399 

216  40  38 

.0 

273  43  28. 

0 

20  26  11 

.4 

3 

7  52  .0 

986 

.6944 

0.3705  493 

77  10  51 

.6 

264  31  16 

.2 

11  13  59 

.6 

0  20  53  .0 

765 

.9782 

0.4438  601 

331  37  36 

.9 

44  49  7 

.4 

151  81  50 

.8 

8 

10  7  .6 

869 

.0352 

0.4073  128 

72  23  25 

.8 

237  46  47 

.2 

344  29  80 

.6 

6 

49  10  .0 

975 

.3144 

0.3739  080 

92  58  33 

.4 

192  17  39 

.8 

299  0  23 

.1 

3 

37  20  .2 

685 

.0803 

0.4981 187 

63  52  39 

.3 

281  54  57 

.5 

28  87  40 

.8 

26 

5  51  .9 

852 

.5880 

0.4128  449 

319  21  45 

.5 

127  50  51 

.6 

234  38  34 

.9 

6 

18  18  .5 

731 

.7057 

0.4571 134 

10  37  8 

.4 

226  0  15 

.0 

332  42  58 

.4 

2 

88  51  .0 

805 

.6011 

0.4292  575 

310  3  36 

.3 

94  53  54 

.8 

201  36  38 

.1 

5 

21  43  .6 

688 

.6866 

0.4767  663 

215  0  27 

.3 

239  32  55 

.0 

346  15  88 

.8 

8 

53  8  .5 
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Jitfet  IL 


Nummer  und  Name 

m^ 

Epoche  und 
Oscnlation 

M 

9 

36.  Atalante  .... 

12.0 

1899  Mai       8.0 

179*27'  12" 

M 

17*26'  1«".0 

37.  Fides  .    .    . 

10.4 

1900  Mftrz     5.0 

78  37  55 

.9 

10  15    7  .8 

38.  Leda  .    .    . 

11.4 

1897  Febr.    8.0 

31  52  32 

.7 

8  53  45  .4 

39.  Lntitia    .     . 

9.5 

1897  Jan.    19.0 

111  43  50 

.9 

6  23  le  .8 

40.  Hannonia 

9.2 

1863  Jan.      0.0 

186  48  19 

.4 

2  40  13  .6 

41.  Daphne   .    . 

10.5 

1896  Dec.    30.0 

278     7  19 

.3 

15  27  11  .T 

42.  Isis.    .    .    . 

10.4 

1901  liftis  20.0 

220  37  25 

.4 

12  50  33  .9 

43.  Ariadne  .    . 

10.0 

1897  Oct      6.0 

80  15  48 

.4 

9  38  32  .6 

44.  Nysa  .    . 

9.8 

1891  April    1.0 

101  29  32 

.1 

8  48  10  .9 

45.  Eogenia  .    . 

10.7 

1890  Nov.    12.0 

180     7  31 

.7 

4  44  11  .6 

46.  Hestia.    . 

10.6 

1900  Mftrz     5.0 

185  43  16 

.4 

9  S5  32  .3 

47.  Agl^ja 

11.2 

1898  Dec.    20.0 

193  12  16 

.1 

7  42  46  Jb 

48.  Doris  .    . 

10.9 

1890  Sept  13.0 

277     3     7 

.4 

3  30  16  .7 

49.  Pales  .    . 

11.0 

1898  Man  15.0 

133     1     8 

.6 

12  52  28  .4 

50.  Virgina    . 

11.7 

1890  April    6.0 

193     9  42 

.2 

16  45  58  .0 

51.  Nemansa. 

9.8 

1889  Nov.    17.0 

254  26  43 

.1 

3  51  23  .3 

52.  Enropa    . 

10.3 

1891  April    1.0 

65  39  33 

.0 

6  31  44  .8 

53.  Kalypso  .  « 

11.5 

1898  Sept  11.0 

262  39    8 

.8 

11  56  45  .7 

54.  Alexandra 

10.9 

1884  Ang.   15.0 

316  55  13 

.5 

11  31  49  .2 

55.  Pandora  . 

10.8 

1885  Jan.    22.0 

263  33  12 

.6 

8  18  56  .3 

56.  Melete 

11.3 

1900  Dec.    10.0 

152  84  12 

.0 

13  24    3  .3 

57.  Mnemosyne 

10.7 

1897  Juni    28.0 

231     1  17 

.6 

6  49  36  .3 

58.  Concordia 

11.6 

1865  Jan.      7.0 

21  24    4 

.2 

2  26  21  .8 

59.  Elpis   .    . 

10.9 

1865  Jan.      7.0 

334  18  57 

.1 

6  44    2  .7 

60.  Echo   .    . 

11.1 

1897  Oct.       6.0 

272  15  22 

.3 

10  34  22  .7 

61.  Danaö.    . 

11.0 

1900  April  14.0 

244  20  50 

.4 

9  29  28  .S 

62.  Erato  .    . 

12.3 

1877  Sept.  21.0 

358  43  44 

.3 

10     6  47  A 

63.  AuBonia  . 

9.9 

1898  Febr.    3.0 

250  44    8 

.5 

7  17  58  .7 

64.  Angelina. 

10.5 

1898  Oct       1.0 

289  38  51 

.2 

7  17  59  .7 

65.  Cybele 

11.0 

1900  Jnni    13.0 

0  34     8 

.2 

5  51    5  .0 

66.  M%ja    .    . 

12.2 

1897  Joli     18.0 

277  50  28 

.6 

10     3  43  .4 

67.  Asia    .    . 

11.2 

1897  Dec.     5.0 

201  20  50 

.1 

10  47  54  .5 

68.  Leto    .    . 

10.5 

1898  April  24.0 

236  41  25 

.3 

10  39  16  .0 

69.  Hesperia . 

10.7 

1889  Jan.      1.0 

182  52  57 

.9 

9  39    2  .0 

70.  Panopsea . 

10.9 

1890  Dec.    22.0 

305  21  16 

.5 

10  22  15  .9 

Elemeni»  der  iUetfMn  Pkmetmt. 
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n 

loga 

Wo 

r 

Äo 

«0 

7Tr.8458 

0.4395  950 

49*  2^52'' 

.5 

248*  2'50".8 

354^45'  84' 

M 

19*ir52".7 

826  .9450 

0.4216  867 

84  0  2 

.7 

286  17  10 

.3 

842  59  58 

.6 

8  41  25  .2 

781  .8518 

0.4879  215 

167  59  45 

.0 

187  58  27 

.2 

294  41  10 

.6 

8  31  54  .9 

769  .6407 

0.4424  791 

197  58  6 

.2 

58  5  31 

.3 

164  48  14 

.7 

9  26  40  .3 

1039  .3358 

0.3555  000 

274  41  37 

.5 

840  1  82 

.4 

86  44  15 

.8 

2  44  14  .4 

770  .8841 

0.4420  117 

36  17  28 

.3 

77  38  53 

.7 

184  21  37 

.0 

15  30  40  .9 

930  .2275 

0.3876  117 

239  4  24 

.5 

332  49  22 

.7 

79  32  6 

.1 

7  7  83  .6 

1084  .7577 

0.3431 159 

7  7  34 

.2 

164  52  35 

.4 

271  35  18 

.7 

4  58  5  .6 

941  .7863 

0.3840  515 

324  16  19 

.8 

40  47  6 

.3 

147  29  49 

.7 

2  21  8  .5 

791  .0695 

0.4345  280 

71  42  3 

.5 

52  22  12 

.7 

159  4  56 

.0 

5  30  2  .8 

884  .5855 

0.4021  779 

133  87  10 

.9 

113  55  19 

.7 

220  88  3 

.0 

2  25  10  .2 

726  .7211 

0.4590  926 

826  9  12 

.9 

241  16  40 

.6 

347  59  24 

.0 

5  34  31  .8 

645  .5014 

0.4934  063 

237  29  0 

.0 

92  2  2 

.9 

198  44  46 

.2 

6  22  8  .1 

648.4580 

0.4920  854 

105  18  30 

.8 

181  58  19 

.4 

288  41  2 

.8 

4  48  31  .1 

828  .5561 

0.4228  757 

163  5  12 

.9 

100  44  48 

.5 

207  27  81 

.8 

2  37  58  .9 

975  .1598 

0.3789  540 

349  29  38 

.7 

78  8  2 

.1 

184  45  45 

.5 

9  30  20  .0 

651  .8134 

0.4905  889 

330  1  23 

.6 

29  1  28 

.1 

135  44  11 

.4 

6  0  42  .3 

837  .9945 

0.4178  437 

295  52  32 

.9 

51  7  1 

.3 

157  49  44 

.6 

8  58  42  .3 

795  .5362 

0.4328  971 

345  8  59 

.7 

204  5  24 

.0 

310  48  7 

.3 

13  13  23  .6 

774  .4612 

0.4406  713 

12  58  26 

.1 

252  22  4 

.6 

359  4  48 

.0 

7  32  38  .6 

846  .1050 

0.4150  549 

89  49  57 

.3 

98  29  7 

.9 

205  11  51 

.2 

8  8  5  .0 

635  .2903 

0.4980  229 

204  9  5 

.8 

99  5  26 

.6 

205  48  9 

.9 

15  22  1  .7 

799  .5964 

0.4314  238 

10  18  12 

.9 

72  85  0 

.9 

179  17  44 

.3 

4  19  7  .0 

793  .9788 

0.4334  651 

197  48  47 

.9 

74  15  8 

.5 

180  57  46 

.8 

8  8  0  .5 

;  958  .2244 

1 

0.8790  263 

243  20  51 

.8 

109  44  53 

.6 

216  27  36 

.9 

3  47  45  .8 

688  .3554 

0.4747  959 

11  59  30 

.2 

224  11  38 

.4 

330  54  21 

.7 

19  21  16  .6 

642  .5659 

0.4947  260 

236  47  14 

.3 

55  45  45 

.6 

162  28  29 

.0 

0  52  50  .3 

957  .1671 

0.3793  459 

308  17  23 

.4 

220  57  7 

.7 

327  39  51 

.1 

6  53  26  .6 

807  .9036 

0.4284  814 

186  47  26 

.6 

190  58  45 

.5 

297  41  28 

.9 

2  50  54  .2 

556  .3938 

0i5364 162 

71  18  30 

.5 

78  87  12 

.5 

185  19  55 

.8 

2  47  57  .2 

824  .7740 

0.4224  477 

65  30  48 

.9 

286  16  89 

.6 

342  59  23 

.0 

8  40  2  .7 

942  .8560 

0.3838  611 

88  57  14 

.3 

110  81  9 

.4 

217  13  52 

.8 

6  21  25  .0 

763  .4868 

0.4448  083 

812  43  24 

.4 

287  6  8 

.4 

38  48  51 

.7 

7  21  41  .9 

689  .6731 

0.4742  422 

273  55  57 

.5 

90  88  57 

.6 

197  21  40 

.9 

8  22  3  .2 

838.9960 

0.4174  978 

259  59  37 

.1 

294  81  9 

.0 

41  13  52 

.3 

10  53  81  .8 
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Tafel  IL 


Nummer  und  Name 

1 

1910 

Epoche  und 
Osculation 

M 

V 

71. 

1 
Niobe 

10.7 

1898  Oct      1.0 

1340  2'10".8 

9«5r51'.8 

72. 

Feronia 

1 

11.2 

1897  Dec.   25.0 

166    4  16 

.3 

6  56  42  .6 

73. 

Klytia      . 

12.0 

1898  Aug.     2.0 

244  29  58 

.1 

2  34    3  .9 

74, 

Galatea   . 

11.8 

1897  Febr.  28.0 

148     4  45 

.2 

13  43    0  .6 

75. 

Eurydice 

11.6 

1897  Oct    26.0 

32  23  13 

.9 

17  45  42  i 

76. 

Freia  . 

12.0 

1900  Nov.  20.0 

883  40  15 

.1 

9  44  21  .2 

77. 

Frigga     . 

11.1 

1897  Oct      6.0 

381  18  52 

.7 

7  38  43  .5 

78. 

Diana . 

10.6 

1899  Sept    6.0 

253  25     1 

.6 

12     5    4  .7 

79. 

Eoiynome 

10.5 

1900  Mai     24.0 

188  49  51 

.5 

11     0  31  .8 

80. 

Sappho 

10.6 

1896  Oct    11.0 

19  11  20 

.1 

11  34  29  .9 

81. 

Terpsichore . 

11.8 

1897  Juli     18.0 

260  37     9 

.1 

12  11  52  .S 

82. 

Alkmene .    . 

11.2 

1900  Sept  11.0 

236  55  47 

.1 

12  51  55  .9 

83. 

Beatrix 

11.8 

1891  Jan.    11.0 

295  16     6 

.4 

4  51  24  .3 

84. 

Klio    . 

11.8 

1897  April  29.0 

252  50    4 

.7 

13  40    0.3 

85. 

lo   .    . 

10.9 

1889  Febr.  10.0 

180    9  35 

.1 

11   10  33  .7 

86. 

Semele 

12.4 

1896  Mai      4.0 

203  38  24 

.5 

12  46  54  .2 

87. 

Sylvia .    . 

1 

11.9 

1898  April  24.0 

236  42  47 

.7 

5  26  44.5 

88. 

Thisbe     . 

,  •  , 

1 

10,8 

1889  Dec.   27.0 

^25  38  80 

•8. 

9  26    6  .4 

89. 

Julia   . 

•    i 

10.1 

1889  Dec.   27.0 

237  15     2 

.3 

10  33  29  .3 

90. 

Antiope 

11.6 

1898  April    4.0 

277  45  51 

.5 

8  53  22  .1 

91. 

Aegina 

11.3 

1895  Oct     17.0 

301     7  37 

.1 

6     5    9  .2 

92. 

Undina 

10.9 

1896  Sept    1.0 

30  19  59 

.7 

5  35  51  S 

93. 

Minerva 

10.8 

1897  Jan.    19.0 

213  22    8 

.2 

8     1  55  .7 

94. 

Aurora 

11.3 

1883  Juli    12.0 

256     3     4 

.3 

4  44  18  J 

95. 

Arethusa 

1 

11.3 

1897  April  29.0 

187  44  18 

.9 

8  49  13  .9 

96. 

Aegle  . 

t 
1 

11.4 

1897  Sept  16.0 

182  59  36 

.0 

7  39  35  X 

97. 

Klotho 

10.6 

1898  Jan.    14.0 

21     4  31 

.9 

14  51     9  .t 

98. 

lanthe 

'    1 

1 

11.6 

1897  Nov.  15.0 

283  55  20 

.7 

10  50  24  .7 

99. 

Dike    .    . 

1 
>    1 

14 

1868  Juni     5.0 

350  36  11 

13  47  30 

100. 

Hekate    . 

11.9 

1898  Jan.    14.0 

156  19  38 

.0  . 

9  31  58  i\ 

101. 

Helena 

10.7 

1897  Aug.  27.0 

8  56  38 

.1 

8     1  10  1 

102. 

Miriam 

12.6 

1898  Juli     18.0 

319  11  42 

.8 

14  44  31  J 

103. 

Hera   .    . 

10.2 

1897  Febr.    8.0 

173  11  18 

.9 

4  30  21  J{ 

104. 

Kljmene . 

1 

'    1 
1 

12.2 

1897  Dec.    25.0 

35     9  54 

.6 

8  32  48  J 

105. 

Artemis 

1 

11.1 

1897  Aug.  27.0 

69  55  41 

.8 

10     6  59  J 

Elemente  der  kleinen  Haneten. 
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n 

log  a 

»0 

r 

^0 

• 

«0 

775".1865 

0.4404  003 

267*32'  10' 

\1 

207*56'  47' 

'.0 

814«39'30".3 

24«  40'  17".8 

1040  .3544 

0.3552  169 

85  10  54 

.7 

116  28  41 

.3 

223 

6  24 

.6 

5 

54  52  .0 

816  .0117 

0.4255  401 

88  15  4 

.5 

230  21  50 

.6 

887 

4  34 

.0 

3 

4  56  .2 

764  .6230 

0.4443  728 

149  31  39 

.6 

112  26  36 

.4 

219 

9  19 

.8 

4 

20  8  .3 

812  .4299 

0.4268  337 

351  9  13 

.7 

237  44  81 

.8 

344 

27  15 

.1 

5 

89  40  .9 

562  .3352 

0.5333  409 

204  49  25 

.4 

137  13  5 

.5 

248 

55  48 

.9 

2 

54  13  .6 

818  .8298 

0.4263  153 

85  5  43 

.0 

227  9  10 

.4 

333 

51  58 

.7 

3 

14  41  .2 

837  .1977 

0.4181 191 

155  44  46 

.5 

220  24  48 

.6 

327 

7  81 

.9 

9 

50  8  .5 

927  .2856 

0.3885  287 

180  27  5 

.1 

117  89  4 

.6 

224 

21  47 

.9 

5 

7  13  .8 

1020  .1090 

0.3609  067 

127  47  58 

.8 

120  58  0 

.1 

227 

40  43 

.4 

9 

19  53  .9 

736  .4126 

0.4552  583 

56  45  58 

.1 

245  18  30 

.2 

352 

1  18 

.5 

8 

26  58  .4 

773  .3986 

0.4410  688 

138  18  84 

.0 

248  39  89 

.6 

355  22  22 

.9 

8 

1  11  .6 

935  .9122 

0.3858  476 

181  46  36 

.5 

262  38  24 

.9 

9 

21  8 

.2 

4 

56  44  .5 

977  .4411 

0.3732  774 

18  28  56 

.0 

215  15  21 

.9 

321 

58  5 

.3 

10 

86  27  .4 

821  .0524 

0.4237  571 

112  48  7 

.9 

104  22  34 

.9 

211 

5  18 

.3 

12 

11  36  .1 

650  .4530 

0.4911  988 

809  14  48 

.2 

832  23  24 

.8 

79 

6  8 

.2 

3 

19  53  .7 

545  .3288 

0.5422  321 

270  34  18 

.5 

323  29  50 

.8 

70 

12  84 

.2 

9 

34  5  .1 

771  .1774 

0.4419  015 

28  46  12 

.6 

173  4  45 

.8 

279 

47  28 

.6 

6 

49  9  .6 

871  .5645 

0.4064  714 

45  3  55 

.0 

203  2  0 

.1 

809 

44  48 

.5 

17 

39  21  .8 

632  .5389 

0.4992  796 

274  58  39 

.3 

281  18  8 

.5 

28 

0  46 

.9 

1 

20  40  .8 

851  .5394 

0.4132  012 

106  16  22 

.6 

229  47  26 

.7 

836 

80  10 

.1 

2 

47  15  .7 

622  .7897 

0.5037  768 

222  54  18 

.7 

855  80  17 

.6 

102 

13  0 

.9 

8 

20  56  .9 

775  .6816 

0.4402  341 

280  47  21 

.6 

248  25  8 

.2 

855 

7  51 

.6 

9 

2  48  .2 

630  .6584 

0.5001  416 

55  51  26 

.7 

247  19  56 

.4 

354 

2  39 

.8 

8 

82  56  .4 

661  .2229 

0.4864  391 

145  47  46 

.0 

141  36  18 

.7 

248 

19  • 

.0 

14 

7  82  .7 

663  .1502 

0.4855  965 

203  42  0 

.8 

212  56  26 

.9 

319 

89  10 

.2 

17 

20  51  .5 

813  .5778 

0.4264  050 

257  47  88 

.0 

60  46  38 

.4 

167 

29  21 

.7 

10 

54  15  .6 

805  .3408 

0.4293  513 

160  21  41 

.3 

242  82  2 

.5 

849 

14  45 

.9 

16 

14  4  .6 

758  .662 

0.4466  4 

205  8  19 

289  22  49 

36 

5  33 

13 

17  7 

653  .5823 

0.4898  043 

170  2  8 

.3 

28  21  21 

.0 

135 

4  4 

.3 

4 

56  45  .9 

854  .8620 

0.4120  737 

350  52  85 

.8 

230  4  41 

.2 

386 

47  24 

.5 

11 

7  13  .1 

817  .8380 

0.4248  929 

128  2  4 

.9 

220  20  26 

.7 

227 

3  10 

.1 

5 

42  19  .9 

798  .0990 

0.4319  669 

174  58  8 

.1 

40  33  27 

.9 

147 

16  11 

.3 

4 

6  22  .1 

632  .5948 

0.4992  527 

53  8  57 

.4 

263  16  23 

.3 

9 

59  6 

.7 

2 

35  54  .1 

970  .4600 

0.3753  527 

50  24  39 

.1 

85  24  44 

.8 

192 

7  28 

.1 

21 

20  8  .a 
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Nummer  und  Name 

«Iq 

Epoche  und 
Oscolation 

U 

V 

106. 

Dione 

11.8 

1900  April 

14.0 

204'>55'88' 

'.9 

9'>83'38".8 

107. 

Camilla    .    . 

11.2 

1891  April 

21.0 

97     7  57 

.4 

3 

56  39  .0 

108. 

Hecaba    .    . 

11.7 

1900  Sept 

1.0 

183  56  17 

.6 

6 

2  52  .0 

109. 

Felicitas  .    . 

12.0 

1898  Jan. 

14.0 

115  33  32 

.5 

17 

12  53  X) 

110. 

Lydia .    . 

10.5 

1888  Febr. 

16.0 

197  35  50 

.6 

4 

87  36  .1 

111. 

Ate     .    . 

11.8 

1890  Jan. 

16.0 

91  26    4 

■  Y 

5 

58  35  .2 

112. 

Iphigenia 

11.5 

1897  Dec 

25.0 

88  12  11 

•% 

7 

25  29  .0 

113. 

Amalthea 

11.0 

1900  Jan. 

24.0 

296     8  39 

•  Y 

5 

1  18.0 

114. 

RasBandra    . 

11.1 

1889  Sept. 

18.0 

211  80     3 

9r% 

7 

55  32  .6 

115. 

Thyra.    . 

10.4 

1897  Oct 

6.0 

840  57  26 

•  X 

11 

5     7  .8 

116. 

Sirona      .    . 

10.7 

1889  Juni 

10.0 

158     8  13 

«  i 

8 

8  59  .9 

117. 

Lomia     .    . 

11.4 

1897  Oct 

6.0 

832  35  55 

•^ 

1 

81  51  .9 

118. 

Peitho      .    . 

10.8 

1900  Joli 

23.0 

239  56  50 

.6 

9 

28  46  .9 

119. 

Althffia    .    . 

10.6 

1898  Aug. 

2.0 

314  83  84 

.0 

4 

42  49  .9 

120. 

Lachesifl  . 

11.7 

1897  Nov. 

15.0 

202  19  20 

.8 

8 

30    1  .0 

121. 

Hermione 

11.2 

1900  Nov. 

20.0 

57  82  29 

.1 

7 

59    0.0 

122. 

Gkrda..    . 

11.5 

1900  Mai 

24.0 

55  49  83 

.7 

2 

58    8  .0 

128. 

Bnmhild.    . 

11.8 

1898  Jnni 

23.0 

210  85  25 

.0 

7 

1  21  .7 

124. 

Aiceste    . 

10.3 

1890  Dec. 

2.0 

180  26     7 

.9 

4 

27  41  .2 

125. 

Liberatrix    . 

11.2 

1897  Jan. 

19.0 

202  46     5 

.6 

4 

29  45  .0 

126. 

Velleda    .    . 

11.5 

1899  Dec. 

15.0 

81  59  24 

.9 

6 

3  49  .4 

127. 

Johanna  . 

10.5 

1890  Oct 

8.0 

251  28  46 

.9 

8 

47  29  .9 

128. 

Nemesis  .    . 

10.6 

1897  Jan. 

19.0 

144  20    2 

.3 

7 

13  52  .8 

129. 

Antigene 

10.3 

1897  Jan. 

19.0 

253  10    0 

.2 

12 

15  18  .0 

180. 

Elektra    .    #  . 

10.6 

1898  Aug. 

22.0 

387     5  55 

.3 

12 

29  21  .9 

131. 

VaU    .    .    . 

12.2 

1898  Dec 

20.0 

288  37  28 

.9 

8 

51  52  .5 

132. 

Aethra 

11.1 

1895  Nov. 

80.5 

880  47  87 

.2 

19 

21  13  .8 

188. 

Cjnrene 

11.8 

1898  Jan. 

14.0 

280    4  53 

.4 

B 

2  47  .1 

184. 

Sophrosyne  . 

11.1 

1897  Juli 

18.0 

235  51  87 

.8 

6 

48  11  .€ 

185. 

Hertha     .    . 

10.5 

1898  Oct 

1.0 

83     8  56 

.2 

11 

45  17  .6 

136. 

Austria    . 

11.2 

1898  Mflrz  15.0 

211  14  20 

.2 

4 

52     0  .8 

137. 

Meliboea  .    . 

11.8 

1898  Nov. 

10.0 

80  12    0 

.8 

12 

46  22  .0 

138. 

Tolosa     .    . 

11.8 

1896  Febr. 

14.0 

190  23  49 

.0 

9 

16  35  Ä 

139. 

Jaewa      .    . 

10.9 

1898  Nov. 

80.0 

299     0  11 

.9 

9 

57  48  .4 

140. 

Siwa   .    .    . 

11.4 

1898  Oct 

1.0 

178  35  23 

.3 

12 

31   19  .9 

Blenunt»  der  tieinen  Ftaneten. 
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n 

log  a 

«0 

r 

ß. 

• 

62yM696 

0.5008  259 

340*41'  11' 

'.7 

299*  3' 54' 

M 

45«  46'  37' 

'.5 

3»38'  1".8 

544  .1827 

0.5428  412 

284  51  35 

.9 

78  21  38 

.0 

185  4  21 

.4 

9  25  13  .1 

617  .8856 

0.5060  657 

191  3  36 

.7 

229  43  55 

.2 

386  26  38 

.5 

5  14  53  .0 

799  .9088 

0.4313  108 

62  56  34 

.8 

247  24  18 

.8 

354  7  2 

.1 

8  29  28  .5 

785  .9425 

0.4364  105 

292  45  21 

.2 

297  3  11 

.9 

48  45  55 

.3 

5  6  20  .0 

849  .9712 

0.4137  349 

168  22  88 

.6 

195  2  19 

.0 

801  45  2 

.3 

6  27  9  .8 

934  .8048 

0.3861  905 

28  5  24 

.0 

203  26  4 

.0 

810  8  47 

.3 

3  59  47  .0 

969  .0731 

0.8757  667 

69  39  58 

.1 

23  49  45 

.4 

180  32  28 

.8 

3  32  83  .5 

810  .5220 

0.4274  945 

380  28  8 

.8 

76  6  44 

.2 

182  49  27 

.5 

4  16  16  .0 

966  .3219 

0.3765  898 

96  43  47 

.5 

199  51  17 

.4 

806  34  0 

.7 

18  4  19  .2 

770  .3736 

0.4422  03 

112  55  27 

.2 

294  4  16 

.3 

40  46  59 

.7 

2  88  1  .0 

685  .2178 

0.4761 187 

53  51  10 

.7 

237  48  29 

.1 

344  31  12 

.5 

15  48  26  .5 

932  .7235 

0.3868  358 

42  30  33 

.3 

289  52  18 

.5 

86  35  1 

.8 

7  5  81  .1 

855  .7364 

0.4117  777 

153  42  22 

.9 

111  54  42 

.3 

218  37  25 

.6 

6  8  22  .7 

645  .4399 

0.4934  339 

247  0  5 

.3 

226  SO  38 

.0 

333  18  21 

.3 

8  0  1  .3 

554  .6699 

0.5378  147 

287  31  5 

.1 

822  44  54 

.4 

69  27  87 

.8 

6  15  27  .7 

614  .0713 

0.5078  585 

322  35  11 

.6 

125  27  6 

.7 

232  9  50 

.0 

1  52  42  .6 

802  .5894 

0.4303  421 

126  31  19 

.9 

197  82  19 

.1 

304  15  2 

.4 

7  55  5  .1 

832  .2976 

0.4198  186 

28  2  56 

.6 

111  55  20 

.9 

218  38  4 

.2 

3  7  18  .4 

780  .9349 

0.4382  611 

85  41  13 

.2 

82  33  29 

.8 

189  16  18 

.2 

4  9  18  .7 

931  .5174 

0.3872  104 

355  81  28 

.7 

246  53  48 

.0 

853  36  31 

.4 

3  10  30  .6 

775  .8987 

0.4401  344 

101  30  44 

.3 

274  4  53 

.2 

20  47  36 

.6 

7  59  45  .7 

778  .9624 

0.4389  934 

309  49  13 

.8 

320  41  24 

.2 

67  24  7 

.6 

4  56  87  .9 

730  .5585 

0.4575  677 

99  20  28 

.8 

35  23  49 

.9 

142  6  33 

.8 

10  50  27  .6 

646  .4298 

0.4929  901 

231  2  53 

.7 

41  56  28 

.0 

148  39  11 

.8 

21  45  55  .0 

935  .8550 

0.3858  654 

171  25  57 

.4 

303  19  25 

.3 

50  2  8 

.7 

3  54  40  .9 

903  .6882 

0.3959  920 

250  33  57 

.4 

154  52  28 

.7 

261  35  12 

.1 

24  57  57  .5 

662  .6045 

0.4858  348 

290  0  23 

.7 

208  35  21 

.7 

315  18  5 

.1 

8  34  57  .2 

864  .4642 

0.4088  897 

87  46  40 

.4 

283  24  5 

.5 

840  6  48 

.8 

12  28  45  .5 

937  .0637 

0.3854  917 

0  2  29 

.6 

214  29  34 

.7 

321  12  18 

.0 

3  26  1  .8 

1025  .7532 

0.3593  092 

120  58  9 

.4 

88  57  48 

.6 

195  40  31 

.9 

9  23  40  .5 

645  .4607 

0.4934  245 

98  54  25 

.0 

103  26  57 

.6 

210  9  40 

.9 

13  38  4  .2 

924  .9117 

0.3892  709 

287  8  36 

.0 

278  59  59 

.3 

25  42  42 

.7 

2  34  4  .3 

764  .0768 

0.4445  797 

169  56  5 

.5 

248  3  29 

.5 

354  46  12 

.8 

11  24  54  .3 

786  .6737 

0.4361  413 

192  46  52 

.7 

0  48  30 

.3 

107  31  18 

.7 

1  36  21  .6 

(äuxLns»  MiwhMift  des  Hlmmeb. 
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Nummer  und  Name 

fflQ 

Epoche  und 
Oscalation 

M 

V 

141.  Lnmen     .... 

11.4 

1890  Aug.  24.0 

321*  2' 54" 

.7 

12*16' 5r'.4 

142.  Polana     .    . 

12.2 

1896  Dec.    10.0 

211  12  47 

.7 

7   44  10  .6 

143.  AdrU  .     .    . 

12.4 

1891  Oct    18.0 

160  45  41 

.3 

4     8  20.3 

144.  Vibilia     .    . 

10.7 

1888  Juli     18.0 

289  54  28 

.9 

13  28  14  .3 

145.  Adeona    .    . 

11.8 

1898  Aag.  22.0 

240  12  41 

.7 

8  24  20.6 

146.  Laeina     .    . 

11.1 

1898  Aug.     2.0 

89     1  10 

.2 

3  39  14  .6 

147.  Protogenia  . 

12.5 

1898  Sept  11.0 

348  52  28 

.8 

2     2     8  .6 

148.  Gallia .    .    . 

11.0 

1900  Jan.    24.0 

60  23  35 

.9 

10  42  16  .6 

149.  Medusa    .    . 

12.9 

1900  Mai     24.0 

200     8  29 

.0 

3  50  11  .2 

150.  Nuwa  .    .    . 

11.6 

1893  Mftn     1.0 

155  36  25 

.8 

7  20     7  .3 

151.  Abondantia  . 

11.7 

1896  Nov.   20.0 

255  13  12 

.2 

2     9     0  .7 

152.  Atala  .    .    . 

12.2 

1899  Jan.    29.0 

27  31     7 

.9 

4  12  12  .4 

158.  Hilda  .    .    . 

12.6 

1901  Jan.    19.0 

178  32  13 

.6 

9  31     9  .3 

154.  Bertha     . 

12.2 

1900  Jan.      4.0 

290  52  56 

.2 

4  39     8  .1 

155.  Scylla .    . 

18.5 

1875  Nov.     8.5 

889     4  47 

14  49  28 

156.  Xanthippe    , 

11.9 

1875  Nov.   27.5 

286  31  33 

.6 

15  17  23  .2 

157.  Dejanira  .    . 

14.7 

1875  Dec.    27.5 

340  48  89 

.7 

12     8  39  .6 

158.  Roronis    . 

12.8 

1898  Ang.  22.0 

278  50  53 

.8 

3  17  38  .9 

159.  AemUia   . 

12.3 

1897  Dec.     5.0 

324  40  17 

.3 

5  37  45  .9 

160.  Una     .    . 

11.8 

1897  Dec.    25.0 

38  80     8 

.8 

3  45     8  .1 

161.  Athor  .    . 

11.0 

1896  Dec.    80.0 

142  39     1 

.6 

7  57  23  .4 

162.  Lanrentia 

12.8 

1899  Sept     6.0 

215  30  54 

.3 

10  31     5  .3 

168.  Krtgone    .    . 

12.0 

1899  Ang.  17.0 

244     4  42 

.0 

11     1     5  .2 

164.  Eva     .    .    . 

11.5 

1900  Febr.  18.0 

127  58  28 

.1 

20  18  45  .1 

165.  Loreley    .    . 

11.1 

1897  April    9.0 

290  21  20 

.7 

3  54  10  .6 

166.  Bhodope  .    . 

12.5 

1897  Juni     8.0 

213  52  27 

.9 

12  18  13  .9 

167.  Urda   .    .    . 

13.0 

1898  Jan.    14.0 

197  17     5 

.7 

1  59     3  .1 

168.  SibyUa     .    . 

11.6 

1899  Mai     29.0 

218  22  50 

.2 

4  21  54  .0 

169.  Zelia    .    .     . 

11.8 

1890  Aug.     4.0 

328     1     8 

.3 

7  31  33  .1 

170,  Maria  .    .    . 

11.7 

1900  Nov.    20.0 

325  25  32 

.4 

3  44  28  .8 

171.  Ophelia   .    . 

12.1 

1897  Oct      6.0 

236    0  17 

.5 

6  38  28  .6 

172.  Banciff     .    . 

10.4 

1889  Juni    80.0 

316  43  41 

.4 

6  32  18  .8 

178.  Ibo  .    .    .     . 

11.0 

1897  Jan.     19.0 

71  13  19 

.6 

11  51  44  .6 

174.  Phaedra  .    . 

11.6 

1897  Oct      6.0 

129  24  10 

.1 

8  23  43  ja 

175.  Andromaehe 

12.3 

1900  Mai     24.0 

359     9  23 

.4 

11     7  48  .8 

BUemente  der  üeinen  Planeten. 
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n 

loga 

0)0 

r 

^ 

• 

«0 

B14".661ö 

0.4260  196 

57^56'  16' 

'.5 

209«  0'  8".4 

815*42' 46".7 

18020'  22".0 

948  .5246 

0.3835  028 

292  8  29 

.1 

183  0  55 

.0 

289 

43  88 

.8 

3  49  23  .8 

773  .8958 

0.4410  699 

254  6  47 

.5 

221  51  40 

.2 

328 

84  23 

.6 

12  38  8  .6 

819  .4849 

0.4243  104 

303  41  56 

.1 

317  15  22 

.8 

68 

58  6 

.2 

3  81  3  .7 

812  .2212 

0.4268  916 

44  27  12 

.2 

327  15  44 

.3 

73 

58  27 

.6 

11  19  23  .7 

791  .4186 

0.4344  008 

143  57  8 

.7 

384  40  14 

.5 

81 

22  57 

.8 

11  88  5  .8 

6B8  .8069 

0.4964  247 

106  42  10 

.1 

160  88  8 

.2 

267 

15  51 

.5 

3  19  32  .1 

769  .6223 

0.4424  860 

248  38  48 

.6 

40  39  41 

.6 

147 

22  24 

.9 

22  18  42  .8 

.105  .8897 

0.3375  299 

157  29  57 

.0 

144  10  26 

.3 

250 

53  9 

.6 

1  15  0  .8 

689  .2534 

0.4744  18 

114  10  6 

.7 

188  28  46 

.1 

240 

11  29 

.4 

2  58  48  .1 

850  .8980 

0.4134  194 

145  4  15 

.5 

278  12  33 

.5 

24 

55  16 

.8 

6  8  8  .2 

637  .2942 

0.4971  111 

49  46  23 

.2 

287  38  47 

.4 

34 

16  30 

.7 

11  89  1  .6 

449  .9821 

0.5979  065 

45  55  28 

.2 

180  24  43 

.0 

237 

7  26 

.8 

8  47  52  .5 

622  .4711 

0.5039  249 

165  31  9 

.4 

286  89  83 

.1 

33 

22  16 

.4 

20  24  1  .8 

718  .7875 

0.4642  92 

45  16  48 

290  33  4 

37 

15  48 

13  26  26 

670  .280 

0.4825  22 

263  0  49 

.3 

146  30  10 

.3 

253 

12  53 

.6 

8  44  52  .6 

854  .8040 

0.4120  934 

49  42  5 

.4 

310  22  19 

.7 

57 

5  3 

.1 

10  56  58  .0 

780  .4848 

0.4575  969 

135  17  0 

.9 

177  47  18 

.7 

284 

30  2 

.0 

2  34  58  .2 

647  .4107 

0.4925  51 

322  44  0 

.7 

37  27  27 

.2 

144 

10  10 

.6 

4  44  49  .6 

787  .7290 

0.4357  58 

67  58  55 

.6 

241  25  33 

.4 

848 

8  16 

.7 

4  21  13  .2 

967  .0645 

0.3763  675 

301  50  19 

.1 

262  3  83 

.5 

8 

46  16 

.8 

9  8  12  .1 

676  .5719 

0.4797  951 

121  4  36 

.1 

276  27  45 

.0 

23 

10  28 

.3 

5  41  54  .8 

976  .7787 

0.3734  736 

277  9  27 

.4 

71  48  58 

.8 

178 

81  42 

.1 

4  2  35  .5 

881  .0764 

0.4202  438 

283  48  26 

.2 

329  5  5 

.6 

75 

47  48 

.9 

23  2  0  .5 

641  .1299 

0.4953  737 

344  39  15 

.5 

195  13  57 

.8 

301 

56  41 

.1 

12  48  23  .9 

806  .7683 

0.4288  385 

258  7  41 

.8 

26  5  36 

.7 

132 

48  20 

.0 

10  85  18  .2 

736  .5954 

0.4551  851 

76  21  40 

.2 

104  31  84 

.6 

211 

14  18 

.0 

1  56  47  .8 

571  .6864 

0.5285  658 

157  2  58 

.9 

119  52  39 

.2 

226 

35  22 

.5 

5  10  59  .9 

979  .6462 

0.3726  249 

345  45  48 

.6 

234  36  18 

.0 

341 

19  1 

.3 

6  16  42  .4 

869  .2225 

0.4072  505 

157  26  46 

.9 

198  15  49 

.5 

299 

58  82 

.8 

15  54  21  .0 

686  .3859 

0.4975  241 

59  41  40 

.7 

344  58  52 

.9 

91 

41  86 

.3 

0  59  18  .8 

965  .9899 

0.3766  893 

2  37  29 

.5 

219  37  25 

.0 

326 

20  8 

.3 

11  12  22  .4 

780  .8006 

0.4383  110 

219  58  40 

.7 

46  35  4 

.3 

153 

17  47 

.6 

13  7  81  .9 

734  .0156 

0.4562  Ol 

290  57  42 

.1 

217  27  48 

.8 

324 

10  32 

.1 

18  19  44  .7 

612  .3316 

0,5086  799 

329  40  48 

.5 

250  37  37 

.7 

357 

20  21 

.0 

8  19  48  .1 

29' 
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Tafel  IL 


Nummer  und  Name 

i«o 

Epoche  und 
Osculation 

M 

<P 

176.  Idtmna     .... 

12.1 

1900  Nov. 

20.0 

18*26'  49" 

'.8 

10«  l'2r.6 

177.  Irma    .    .     . 

12.4 

1897  Jan. 

19.0 

71  42  48 

.0 

13  32  58  .0 

178.  Belisana  .    . 

12.0 

1900  Oct 

11.0 

115  12  44 

.4 

2  28  36  .0 

179.  KlTtaemnestra 

11.5 

1897  Oct 

6.0 

14  32  37 

.3 

6  37    0  .0 

180.  Garomna.     .    . 

13.8 

1899  Nov. 

5.0 

308  53  34 

.6 

9  46  17  .7 

181.  EuchariB  .    .    . 

11.5 

1887  Oct 

19.0 

305  49  36 

.6 

12  40  26  3 

182.  Elsa     .... 

11.0 

1897  Mftns 

20.0 

102  51  45 

.1 

10  50  51  .9 

188.  Istria  .... 

12.6 

1900  Dec. 

10.0 

15  47  41 

.4 

20  19  26  .» 

184.  Dejapeja .    .    . 

12.4 

1901  Mftrz 

20.0 

1  33  52 

.9 

3  24  23  .1 

185.  Ennike     .    . 

10.4 

1889  Ang. 

29.0 

328     8     9 

.8 

7  11    6  .0 

186.  Celuta      .    . 

11.4 

1897  Aug. 

27.0 

2  89  38 

.6 

8  41  21  J 

187.  Lamberta 

11.4 

1897  Ang. 

27.0 

94  42  30 

.1 

13  36  ^  4 

188.  Menippe  .    . 

13.0 

1897  Sept 

1.0 

23     1  52 

.2 

10  15  2S  .9 

189.  Phthia.    .     . 

11.5 

1900  Mai 

24.0 

234  17  27 

.2 

2     4  18  .4 

190.  Ismene     .    . 

12.0 

1900  Juli 

23.0 

212  25  24 

.5 

9  33  57  i 

191.  Kolga  .    .    . 

12.0 

1897  Juli 

18.0 

271  52  28 

.4 

5  13    5  i) 

192.  Nausikaa 

9.3 

1888  JuU 

25.0 

824  20  18 

.4 

14     9  22  .7 

193.  Ambrosia     .    . 

12.2 

1879  März 

25.5 

68  48  85 

.8 

16  34  52  jO 

194.  Prokne     .     .     . 

10.5 

1899  Jan. 

29.0 

130     9  24 

.2 

13  50  55  .7 

195.  Eurykleia     . 

12.3 

1896  Nov. 

20.0 

289     6  35 

.6 

2  25  31  .5 

196.  Philomela     . 

10.3 

1898  Nov. 

10.0 

81  59     4 

.9 

1   10  59  .6 

197.  Arete  .... 

12.7 

1900  Jan. 

24.0 

134  40     9 

.5 

9  22  12  .5 

198.  Ampella  .    . 

11.1 

1901  Jan. 

19.0 

145  38  12 

.0 

13     6  24  .6 

199.  Byblis .     .     . 

12.4 

1900  Jan. 

4.0 

227  27     1 

.0 

10  17  26  .5 

200.  Djnamene    . 

11.0 

1889  Dec. 

27.0 

30  58    9 

.6 

7  42  34  .1 

201.  Penelope .    . 

11.9 

1897  Nov. 

15.0 

53     1  14 

.6 

10  25  29  .0 

202.  Chiysete  .    . 

10.7 

1896  Nov. 

20.0 

296  12  57 

.2 

5  51  45  .4 

208.  Pompeja  .    . 

11.7 

1899  Jan. 

9.0 

65  39     8 

.5 

3  28  23  .6 

204.  Eallisto    .    .    . 

12.0 

1888  Nov. 

2.0 

140  55  19 

.4 

9  51  34  .4 

205.  Martha     .    . 

12.7 

1886  Febr. 

26.0 

139  40  10 

.2 

1  54  54  .4 

206.  Hersilia   .    . 

12.0 

1887  Jnni 

21.0 

184  57  36 

.2 

2  19  59  i 

207.  Hedda      .    .    . 

11.8 

1898  Febr. 

3.0 

280  15  16 

.2 

1  89    3  J 

208.  Lacnmosa    .    . 

12.1 

1899  Nov. 

25.0 

315  23  43 

.1 

0  54  11  .9 

209.  Dido    .... 

11.6 

1897  Dec. 

25.0 

222  33     8 

.9 

8  46  48  4) 

210.  Isabella   ... 

12.5 

1897  Oct 

26.0 

358  48  23 

.3 

7     6  30.8 

demente  der  Ueinen  I^anetm. 


453 


p      = 
fl 

loga 

»0 

r 

^0 

• 

62r.2924 

0.5021  529 

178*32'  55' 

.6 

98*  3' 48' 

\S 

204« 46' 32' 

'.2 

22«51'29".9 

768  .8406 

0.4427  802 

66  14  3 

.2 

209  46  6 

.7 

316  28  50 

.1 

2  35  28  .9 

918  .5627 

0.3912  652 

264  22  4 

.7 

252  0  46 

.9 

358  43  30 

.2 

1  39  32  .2 

6d2  .8578 

0.4729  08 

95  0  9 

.0 

151  56  2 

.7 

258  38  46 

.0 

9  9  44  .4 

790  .4612 

0.4347  501 

187  12  12 

.0 

189  59  42 

.2 

296  42  25 

,5 

2  24  44  .1 

648  .5438 

0.4942  856 

307  8  43 

.2 

41  24  15 

.2 

US    6  58 

.6 

17  22  21  .6 

944  .5182 

0.3831  990 

308  21  40 

.5 

359  50  33 

.9 

106  33  17 

.8 

0  35  1  .0 

760  .5455 

0.4459  209 

260  14  1 

.0 

38  5  12 

.4 

144  47  55 

.7 

25  10  11  .3 

622  .6844 

0.5038  304 

232  22  32 

.9 

200  18  18 

.8 

307  1  2 

.1 

2  32  28  .7 

782  .8646 

0.4375  466 

218  30  42 

.2 

50  2  52 

.5 

156  45  35 

.8 

22  11  27  .8 

977  .5884 

0.3732  337 

320  29  32 

.6 

261  10  41 

.6 

7  53  24 

.9 

13  20  12  .5 

785  .6152 

0.4365  311 

200  36  51 

.0 

257  6  13 

.6 

3  48  56 

.9 

10  39  9  .2 

772  .712 

0.4413  26 

61  35  58 

.6 

139  59  2 

.9 

246  41  46 

.2 

12  54  54  .5 

924  .2246 

0.3894  861 

149  31  47 

.0 

113  5  13 

.2 

219  47  56 

.5 

5  33  40  .1 

455  .1028 

0.5945  981 

271  21  52 

.5 

85  5  34 

.7 

191  48  18 

.0 

5  47  49  .7 

720  .0541 

0.4617  609 

217  26  50 

.7 

59  54  43 

.9 

166  37  27 

.2 

10  36  55  .0 

952  .4502 

0.3807  762 

37  26  11 

.3 

227  1  19 

.0 

333  44  2 

.3 

7  50  34  .9 

658  .2960 

0.4109  13 

86  18  49 

.8 

238  16  20 

.4 

344  59  3 

.7 

12  24  6  .8 

839  .1447 

0.4174  465 

156  25  17 

.9 

56  37  48 

.4 

163  20  31 

.7 

17  29  2  .4 

727  .0472 

0.4589  627 

130  20  27 

.2 

248  53  23 

.9 

355  36  7 

.3 

7  24  56  .0 

645  .2604 

0.4935  145 

246  14  3 

.6 

318  19  57 

.3 

65  2  40 

.6 

6  1  17  .2 

782  .6498 

0.4376  327 

248  36  39 

.9 

330  14  15 

.6 

76  56  58 

.9 

7  24  37  .8 

920  .1134 

0.3907  768 

84  47  52 

.8 

164  23  8 

.6 

271  5  52 

.0 

10  49  59  .6 

629  .4802 

0.5006  831 

173  57  47 

.7 

341  8  29 

.3 

87  51  12 

.6 

13  54  29  .7 

783  .2093 

0.4374  192 

89  40  25 

.2 

211  49  16 

.2 

318  31  59 

.5 

8  12  32  .6 

609  .8341 

0.4277  403 

162  9  10 

.1 

64  56  48 

.4 

171  39  31 

.8 

4  52  3  .0 

659  .4551 

0.4872  142 

349  0  37 

.1 

37  16  10 

.0 

143  58  53 

.3 

7  30  39  .1 

783  .8637 

0.4371  774 

73  17  0 

.2 

222  26  27 

.5 

329  9  10 

.9 

4  11  27  .7 

812  .2343 

0.4268  835 

40  50  51 

.3 

109  30  15 

.5 

^16  12  58 

.9 

8  40  48  .1 

765  .9190 

0.4438  825 

164  15  51 

.7 

113  27  50 

.5 

220  10  33 

.8 

11  11  56  .7 

782  .8554 

0.4377  35 

278  54  34 

.1 

60  10  31 

.8 

166  53  15 

.1 

2  42  81  .0 

1027  .9888 

0.3586  788 

214  39  45 

.2 

258  16  57 

.1 

4  59  40 

.5 

3  48  32  .4 

721  .0639 

0.4613  553 

142  18  49 

.2 

222  4  58 

.3 

328  47  41 

.6 

2  36  46  .5 

636  .9545 

0.4972  654 

261  0  8 

.3 

244  0  15 

.2 

350  42  58 

.6 

7  47  44  .4 

790  .0977 

0.4348  838 

27  42  44 

.7 

268  59  7 

.3 

15  41  50 

.6 

5  5  16  .8 
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Tafd  IL 


Nummer  und  Name 

^ 

Enoche  und 
Oscnlation 

M 

f 

211.  iBolda 

11.5 

1895  Nov.  26.0 

I'IO'    4" 

.0 

9»15'3rJ 

212.  Medea      .    . 

12.2 

1899  JoU    28.0 

276     2  57 

.4 

6  40  42^ 

218.  Lilsa  .    .    . 

11.7 

1898  Febr.  28.0 

229  20  87 

.9 

8   19  49  i 

214.  Aschera  . 

12.1 

1897  April    9.0 

71  25  59 

.3 

1   55  49  i 

215.  Oenone    .    . 

12.8 

1891  Nov.     7.0 

55  44  10 

.3 

2      1  15i 

216.  Kleopatra     . 

10.1 

1886  Jnni    26.0 

277     9  56 

.8 

14  31  20  .: 

217.  Eudora    .    . 

18.1 

1889  Mai       1.0 

296  55  48 

.4 

18      1     5i 

216.  Bianca     .    . 

11.8 

1889  Oct      8.0 

134  81  18 

.9 

6  40    5.1 

219.  Thiunelda    . 

11.2 

1889  Jan.    21.0 

180  38  20 

.7 

12  54  38  i 

220.  Btephania     . 

18.6 

1887  Jan.      0.5 

181  12  41 

.6 

14  58  43  .: 

221.  Eos      .    .    . 

11.2 

1889  Juni    80.0 

822  54  24 

.2 

5  50  34  J 

222.  Luda  .    . 

1 

12.9 

1898  Jan.    14.0 

225  84  56 

.4 

8  27  39  i 

223.  Rosa    .     . 

18.8 

1891  Dec.   17.0 

883  11  14 

.5 

6  57     1  i 

224.  Oceana    . 

11.7 

1890  Febr.    5.0 

225  24  48 

.8 

2  25  51  i 

225.  Henrietta 

12.7 

1897  Dec.      5.0 

107  58  84 

.0 

15  14  24  .< 

226.  Weriogia 

18.0 

1891  Ang.  19.0 

80  52  14 

.2 

11  43    4  i 

227.  Philoflophia 

12.9 

1896  Dec.    10.0 

288  51  83 

.6 

12     2  39  .S 

228.  Agathe     . 

14.5 

1892  Nov.   21.5 

49  45  10 

.8 

13  55    CS 

229.  Adelinda. 

18.5 

1900  Juni    18.0 

295  85  57 

.4 

8  16    3  .0 

280.  Athamantis 

10.8 

1897  Oct    26.0 

11  22  17 

.7 

3  32  52  i 

281.  Vindobona 

12.4 

1898  Nov.   10.0 

164  58  88 

.2 

8  56  36  i 

282.  Ruseia 

18.4 

1898  Dec.    20.0 

278  44  40 

.1 

9  52  51  .0 

283.  Asterope  . 

11.8 

1897  Aug.   27.0 

858  18  46 

.2 

5  49  43  .S 

234.  Barbara   .    . 

11.7 

1898  Oct    21.0 

88  57  10 

.0 

14     7     1  i 

285.  Carolina  .    . 

12.2 

1897  Sept  16.0 

7?  82  29 

.3 

3  31  18  .$ 

286.  Honoria  .     . 

11.4 

1890  Aug.  20.5 

841  11  56 

.1 

10  54  45  .4 

287.  Coelestina     . 

12.8 

1897  März  20.0 

258     8     0 

.9 

4     1  30.S 

288.  Hypatia  .    . 

11.7 

1899  Sept  26.0 

827  11  49 

.3 

5     9  26  .4 

289.  Adrastea .    . 

14.2 

1892  Febr.  15.0 

128  25     5 

.1 

13     7  38  .0 

240.  Vanadis   .    . 

12.5 

1899  Febr.  18.0 

63  55  57 

.6 

12     6  26  .6 

241.  Gkrmania 

11.2 

1900  Sept  21.0 

14  20  86 

.0 

5  26  42  i 

242.  Kriemhild    . 

12.6 

1889  Dec.    27.0 

807  49  54 

.4 

7     5  15i 

248.  Ida .     .    .    . 

1 

13.8 

1899  Nov.    25.0 

6  89  80 

.9 

2  42  32  a 

244.  Sita     ... 

1 
1 

18.7 

1900  Nov.   20.0 

81  38  28 

.4 

7  53    3  .8 

245.  Vera    .    .    , 

12.5 

1897  Mftrz  20.0 

141     1  15 

.6 

11  37  34  i 

Elemente  der  kleinen  Planeten, 


455 


n 


log  a 


»47  .3973 

777  .0010 

840  .5265 

771  .4078 

759  .7703 
730  .2884 
815  .0438 
982  .2924 
984  .684 

678  .2597 
641  .7676 
652  .9374 
824  .6755 
566  .6635 

793  .2109 
637  .0300 
1086  .2400 
560  .7202 
964  .9093 

711  .1049 
869  .2983 
817  .9445 
962  .6609 
725  .2712 

758  .1024 
771  .8775 
716  .0964 
691  .2906 
816  .6267 

665  .7416 

732  .9031 

733  .0664 
1106  .6015 

651  .4943 


0.4832  250 
0.4925  571 
0.4397  237 
0.4169  701 
0.4418  151 

0.4462182 
0.4576  747 
0.4258  837 
0.3718  439 
0.371154 

0.4790  737 
0.4950  859 
0.4900  900 
0.4224  824 
0.5311  21 

0.4337  45 
0.4972  311 
0.3427  205 
0.5341  736 
0.3770  134 

0.4653  820 
0.4072  251 
0.4248  552 
0.3776  889 
0.4596  708 

0.4468  53 
0.4416  888 
0.4633  567 
0.4735  639 
0.4253  220 

0.4844  672 
0.4566  401 
0.4565  755 
0.8373  437 
0.4907  307 


C0« 


Sir 


164«31'89".0 

108  51  47  .2 

153  53  5  .0 

144  54  17  .2 

0  40  19  .2 

169  50  40  .1 

142  17  46  .2 

53  21  0  .8 

131  45  42  .7 

70  22  25  .5 

181  46  89  .6 

218  42  56  .2 

108  22  61  .7 

289  35  59  .1 

93  32  55  .5 

147  4  51  .2 

260  37  19  .2 

26  18  32  .5 

343  34  6  .8 

130  53  7  .5 

277  39  59  .2 

35  21  60  .7 

112  61  10  .2 

186  9  19  .1 

214  50  27  .4 

158  27  28  .7 

200  31  58  .5 

199  42  46  .6 

190  12  56  .7 

274  10  15  .8 

69  51  56  .8 

266  47  7  .0 

127  36  56  .7 

138  16  1  .8 

341  41  43  .1 


164«46'  31".3 

200  50  53  .0 

20  26  49  .6 

219  4  13  .8 

232  4  10  .3 

115  28  46  .4 

65  25  43  .4 

69  49  63  .6 

102  23  1  .4 

156  48  31  .5 

41  26  42  .6 

290  47  47  .1 

252  14  19  .1 

234  12  48  .8 

98  15  15  .0 

31  46  33  .5 

218  16  24  .8 

196  38  51  .9 

248  8  22  .4 

139  16  6  .6 

231  36  0  .0 

58  35  56  .8 

125  27  45  .1 

41  24  12  .8 

312  29  49  .8 

91  54  33  .2 

333  49  1  .3 

84  52  11  .1 

89  64  9  .4 

31  33  19  .9 

168  32  5  .8 

108  57  7  .7 

196  27  21  .8 

128  6  9  .9 

299  69  46  .9 


271«29'  14".6 

307  33  86  .4 

127  8  82  .9 

326  46  57  .2 

338  46  53  .7 

222  11  29  .7 

172  8  26  .7 

176  32  36  .9 

209  6  44  .8 

263  26  14  .8 

148  9  26  .0 

37  30  30  .5 

358  57  2  .5 

340  56  32  .1 

204  57  58  .4 

138  28  16  .8 

324  59  8  .1 

303  21  35  .2 

349  51  5  .7 

245  58  60  .0 

338  18  43  .3 

165  18  40  .2 

232  10  28  .4 

148  6  66  .1 

59  12  33  .1 

198  37  16  .6 

80  31  44  .6 

191  34  64  .4 

196  36  52  .8 

138  16  3  .3 

275  14  49  .1 

215  39  51  .0 

303  10  5  .1 

234  48  63  .2 

46  42  30  .2 


5»22'  29".l 

5  43  33  .0 

6  15  68  .6 
4  32  36  .5 
2  9  80  .9 

18  88  48  .8 

9  80  63  .6 

14  86  10  .9 

11  1  8  .1 

9  0  6  .7 

9  86  58  .6 
1  2  4  .1 

1  46  48  .1 
6  39  80  .9 

20  61  81  .0 

14  27  21  .6 
10  26  32  .2 

4  2  2  .2 

2  20  36  .8 

10  83  67  .4 

5  58  13  .0 

6  6  3  .9 
8  27  47  .8 

18  43  8  .8 

7  66  13  .6 

7  30  6  .1 

8  18  56  .0 

19  9  3  .6 

6  66  2  .7 
0  34  28  .0 

7  8  27  .5 

11  41  64  .8 

2  35  7  .3 

3  31  1  .6 

4  12  88  .3 
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jbfa  n. 

Nummer  nn< 

1  Name 

ito 

Epoche  und 
Oscnlation 

M 

9> 

246. 

Asporina 

11.7 

1890  Jan. 

16.0 

316«  40'  26' 

'.7 

6 

2  43  .0 

247. 

Eukrate   . 

11.0 

1900  Juni 

13.0 

224  37  55 

.8 

13 

53  45  .9 

248. 

Lameia    . 

13.0 

1900  Man  25.0 

293     0  27 

.6 

3 

42  45  .7  t 

249. 

Ilse      .    . 

18.6 

1896  Sept 

1.0 

332  23  24 

.0 

12 

28  25  .6  : 

1 

250. 

Bettina 

11.7 

1897  Nov. 

15.0 

332     5  23 

.0 

7 

1  48  .1 

251. 

Sophia 

13.6 

1900  Juni 

13.0 

177  35     1 

.4 

5 

31  47  .2 

252. 

Qementina 

13.0 

1899  Febr. 

18.0 

162  38  19 

.3 

4 

27  58  .2 

1 

253. 

Mathilda. 

13.4 

1898  Nov. 

10.0 

55     7  48 

.0 

15 

26  37  .5 

254. 

Augusta  .    . 

13.4 

1887  JnU 

31.0 

101  27  54 

.0 

6 

58    7  .6 

255. 

Oppayia  . 

13.8 

1889  Mftns 

2.0 

267  18     9 

.8 

4 

40  24.1 

256. 

Walpurga 

18.2 

1899  Nov. 

5.0 

187  50  13 

.9 

S 

29  45  .6 

257. 

Silesia      . 

12.8 

1898  Juni 

3.0 

212  18  25 

.8 

7 

4  44  .5 

258. 

Tyche. 

11.1 

1899  Mai 

29.0 

267  50  31 

.4 

11 

48    8  .5 

259. 

Aletheia 

12.1 

1898  Sept 

11.0 

85  40  51 

.4 

6 

20  21  .0 

260. 

Haherta 

13.9 

1900  Dec. 

10.0 

92     3     1 

.9 

7 

7  16  .5 

261. 

Prymno   . 

11.9 

1897  Nov. 

15.0 

275  46  18 

.1 

5 

9  55  .6 

262. 

Valda. 

14.1 

1900  Mftiz 

5.0 

82  47  25 

.5 

12 

17  17  .5 

263. 

Dresda 

13.3 

1900  Aug. 

12.0 

309  25  24 

.3 

4 

19  24  .9 

264. 

Libossa    . 

12.1 

1894  Juni 

4.0 

224  30  49 

.9 

7 

45  36  .5 

265. 

Anna  .     . 

13.8 

1899  Aug. 

17.0 

67  23  25 

.8 

15 

12  47  .2 

266. 

Aline  .    . 

11.7 

1900  März 

5.0 

131  44    0 

.5 

9 

9  53  .6 

267. 

Tiraa  .    . 

14.0 

1898  Dec. 

20.0 

167  41     8 

.3 

5 

43  23  .8 

268. 

Adorea 

12.5 

1897  Febr.  28.0 

348  19  31 

.1 

7 

54  36  .0 

269. 

Jostitia    . 

12.7 

1900  Oct 

31.0 

91  35     3 

.3 

12 

18  39  .7 

270. 

Anahita   . 

11.0 

1900  Sept. 

21.0 

25  43     7 

.7 

8 

37  15  .6 

271. 

Penthesilea 

12.8 

1900  Febr. 

13.0 

128  29  24 

.5 

5 

56  35  .1 

272. 

Antonia  .    . 

13.6 

1899  Juli 

28.0 

208  59  58 

.9 

1 

46  56  .3 

273. 

AtropOB   .    . 

11.6 

1888  Mftn 

9.5 

261  20     1 

.8 

9 

19    0.4 

274. 

Philagoria    . 

13.6 

1899  Mai 

29.0 

24  20  51 

.9 

7 

14  43  .7 

275. 

Sapientia 

12.0 

1897  Febr. 

28.0 

354  20  18 

.0 

9  SO  47  .4 

276. 

Adelheid . 

11.2 

1899  Mai 

9.0 

82  21  36 

.0 

3 

55  49  .0 

277. 

Elvira.    . 

1 

13.1 

1899  Aug. 

17.0 

320  39  21 

.3 

5 

6  55  .0  j 

278. 

Paulina    . 

1           * 

12.7 

1899  Nov. 

5.0 

218  13  40 

.4 

7 

35  40  .4  ' 

279. 

Thnle  .    . 

1           i 

13.8 

1891  Febr. 

20.0 

155  36  48 

.8 

4 

43  14  .2  i 

260. 

Phüia.    . 

« 

14.4 

1900  Febr. 

13.0 

39  45  20 

.2 

6 

19  13  .9 

XSemenie  der  JUeinen  Planeten. 
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log  a 


802".267 
780  .9440 
913  .9068 
967  .8662 
633  .7875 

648  .5081 
683  .3155 
824  .4270 
1091  .0886 
780  .0705 

682  .1748 
646  .3454 
888  .4578 
635  .7631 
554  .7196 

996  .7804 
870  .5180 
723  .1695 
757  .4897 
941  .4296 

756  .4554 
767  .9409 
652  .1602 
838  .9442 
1069  .0147 

681  .3226 
767  .2554 
955  .4037 
668  .8847 
769  .4963 

644  .0120 
723  .9561 
775  .5978 
408  .1860 
708  .8816 


0.4804  584 
0.4382  578 
0.3927  365 
0.3761  275 
0.4987  086 

0.4920  608 
0.4989  244 
0.4225  696 
0.3414  323 
0.4385  818 

0.4774  073 
0.4930  280 
0.4176  838 
0.4978  075 
0.5372  887 

0.3676  05 
0.4068  209 
0.4605  110 
0.4470  87 
0.3841  46 

0.4474  822 
0.4431  192 
0.4904  349 
0.4176  157 
0.3419  819 

0.4777  693 
0.4433  777 
0.3798  80 
0.4831  036 
0.4425  834 

0.4940  751 
0.4601  962 
0.4402  467 
0.6296  67 
0.4688  380 


o« 


Äo 


88«55'37".9 
57  4  49  .4 
351  16  29  .2 
45  34  38  .6 
73  5  19  .8 

280  3  48  .3 

140  19  9  .5 

139  53  41  .4 

251  4  17  .6 

158  34  20  .1 

36  17  29  .7 

53  7  24  .1 

146  30  1  .0 

159  18  7  .9 
149  50  49  .2 

70  55  1  .6 

34  11  32  .6 

119  4  21  .0 

344  30  21  .5 

253  43  25  .3 

143  5  23  .0 
204  0  36  .4 

34  3  52  .5 
99  59  37  .4 
65  6  16  .3 

65  9  1  .6 

86  18  22  .6 

114  42  11  .5 

125  4  49  .9 

18  38  17  .3 

269  49  0  .0 

101  19  10  .7 

144  56  7  .6 
272  11  81  .2 

92  43  59  .0 


61«  1'37".2 
250  23  11  .7 
150  57  18  .0 
221  53  58  .8 
271  59  12  .1 

57  27  83  .2 
105  13  9  .6 

87  3  30  .6 
261  26  8  .9 
258  12  51  .1 

83  36  55  .3 
263  19  26  .1 

107  0  58  .6 
338  44  46  .4 

75  15  27  .5 

341  50  20  .3 

280  20  26  .8 

149  37  1  .7 

295  34  27  .5 

226  19  46  .3 

134  28  52  .0 

217  2  16  .0 

39  53  47  .8 
66  14  10  .0 

160  39  18  .3 

215  29  27  2 

270  17  27  .7 

55  48  25  .8 

337  30  19  .9 

40  39  30  .9 

108  36  82  .0 
158  3  47  .7 
306  28  1  .1 
289  59  51  .4 
252  54  48  .4 


167«  44'  20".5 
857  5  55  .1 
257  40  1  .3 
328  36  42  .1 
18  41  55  .4 

164  10  16  .6 

211  55  52  .9 

193  46  14  .0 

8  8  52  .3 

4  55  34  .5 

190  19  38  .6 

10  2  9  .4 

213  43  42  .0 

85  27  29  .8 
181  58  10  .9 

88  83  3  .6 

27  3  10  .2 

256  19  45  .0 

42  17  10  .9 

333  2  29  .7 

241  11  85  .3 

68  44  59  .4 

146  36  31  .2 
172  56  53  .3 
267  22  1  .6 

322  12  10  .6 

17  0  11  .0 

162  31  9  .1 

84  13  3  .2 

147  22  14  .3 

215  19  15  .4 

264  46  31  .1 

53  10  44  .5 

86  42  34  .8 
359  37  31  .7 


14«  47'  57".3 

25  33  22  .2 

5  19  44  .3 
10  48  38  .4 

12  47  18  .2 

9  32  13  .6 
10  19  13  .1 

1  21  57  .5 

4  29  23  .9 
9  42  80  .0 

13  1  53  .7 

3  29  53  .6 

14  37  52  .0 
9  6  11  .7 

5  42  24  .7 

2  6  2  .0 
7  14  46  .6 

2  22  9  .5 
9  39  52  .1 

26  47  17  .4 

14  26  0  .3 

4  45  59  .4 

0  57  56  .9 
4  35  43  .1 

3  47  54  .3 

4  44  55  .2 
4  10  34  .4 

19  28  10  .5 

2  9  50  .3 

3  25  49  .6 

22  3  46  .1 
2  26  2  .4 

6  46  21  .4 

1  18  30  .7 

7  46  6  .5 
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Tafel  IL 

• 

Nummer  imd  Name 

»«• 

Epoche  und 
Oscnlation 

M 

9» 

281.  Lacretia  .....    13.6 

1888  Nov. 

2.5 

353«48  12".3 

7^34'  24".8 

282.  Clorinde  .    . 

13.3 

1900  MMn 

5.0 

87  21  19 

.9 

4  38  46  .0 

283.  Emma.    .    . 

.   '!    11.8 

1900  MSn 

5.0 

167  25  20 

.3 

8  46  54  .2 

284.  Amalia    . 

.   !    12.9 

1900  Mai 

24.0 

333  47  12 

.4 

12  48  19  .0 

285.  Begma     .    . 

14.9 

!l 

'    13.2 

1889  Ang. 

19.5 

357  36  27 

.2 

11  55  35  .4 

286.  Iclea    .    .    , 

1900  Joli 

23.0 

271     4  52 

.2 

0  42  53  .1 

287.  Nephthys 

.  ;  10.7 

1899  April 

19.0 

311  52  37 

.9 

1  19  35  .4 

288.  Glanke     . 

.    '    12.5 

1 

1900  Juli 

3.0 

59     1     1 

.6 

11  56  58  .4 

289.  Nenetta   .    . 

12.5 

1900  Mfin 

5.0 

146     2  33 

.0 

11  54     3  .1 

290.  Brana .    .    . 

13.9 

1890  Mai 

7.5 

56  49  22 

.1 

15     4  22  .T 

291.  Alice  .    . 

.    1!    13.6 

1 

1900  Mai 

24.0 

89  46  41 

.2 

5  19  10  .3 

292.  Ludovica 

.    !    12.5 

1 

1899  Sept 

26.0 

10     5  58 

.6 

1  36  45  .3 

298.  Brasilia    . 

1 

12.9 

1890  Juni 

17.5 

92  28  41 

.4 

6  48     2  .9 

294.  FeUcia     . 

14.3 

1890  Oct 

2.5 

8  44  31 

.0 

14  30  22  .S 

295.  Therema  .    . 

13.5 

1 

1899  JoU 

8.0 

259  17  15 

.9 

9  48  43  .7 

296.  Phaetusa. 

.    '    13.3 

1890  Aug. 

22.0 

330  33  11 

.7 

9     6  25  .9 

297.  CiBcilia    . 

.    13.3 

1 

1900  April 

14.0 

267  49     8 

.0 

8     9     7  .6 

298.  Baptiivtina 

,    13.5 

1900  Sept 

1.0 

202     6     1 

.5 

5  33  40  .8 

299.  Thora .    . 

14.5 

1892  M&rz 

6.0 

131  22  30 

.1 

3  29  56  .6 

300.  G^eraldina     . 

13.9 

1895  Jali 

9.0 

336  44  54 

.3 

2  26  41  .4 

301.  Bayaria   . 

.    i     12.2 

1901  Jan. 

19.0 

236  31  41 

.8 

3  36  13  .7 

302.  Clarissa   . 

1 

13.9 

1897  Febr. 

8.0 

208  29  34 

.2 

6  26  28  .4 

308.  Josephina 

12.0 

1899  Sept 

6.5 

277  45  55 

.3 

3  53  41  .6 

304.  Olga    .    . 

12.4 

1900  Sept 

21.0 

34  56  26 

.5 

12  47  10  .7 

305.  Gk>rdoDia 

12.5 

1899  Juli 

28.0 

230  21  59 

.4 

11  31  48  .8 

306.  ünitaa      . 

10.7 

1899  Jnni 

18.5 

328  21  57 

.6 

8  39  29  .5 

307.  Nike    .    . 

1    13.1 

1891  M&rz 

8.5 

74  34  39 

.6 

8  22  32  .2 

308.  Polyxo     . 

11.0 

1900  Mftrz 

25.0 

247  50  38 

.3 

2  15  25  .9 

309.  Fratemitas 

12.7 

1891  Mai 

11.5 

239     5  58 

.0 

5     1  56  .0 

810.  Margarita 

13.5 

1891  Juni 

17.5 

48  49  25 

.4 

6  81  55  .2 

311.  ClaudU    . 

1 

'    13.0 

1895  März 

11.0 

37     0  15 

.1 

0  43  21  .9 

312.  Pierretta . 

.  ;j  12.5 

1891  Aug. 

29.0 

74  55  14 

.0 

9     9  55  .4 

313.  Chaldsea  . 

10.3 

1899  Nov. 

25.0 

314  36  54 

.4 

10  21  51  .6 

314.  Rosalia    . 

14.0 

1891  Dec. 

3.5 

17  47  52 

.5 

10  48  58  .3 

315.  Oonstantia 

14.0 

1891  Sept 

4.5 

9  27  44 

.6 

9  40  17  .9 

< 


BMemente  der  kleinen  Planeten. 


459 


n 

log  a 

«0 

r 

^ 

H 

10«8".5312 

0.3394  628 

32*32' 49" 

.0 

267« 12'  4" 

.1 

13*54' 47" 

.4 

5«  9'47".3 

991  .8748 

0.3690  332 

286  24  18 

.1 

45  7  53 

.7 

151 

50  37 

.0 

7  49  43  .4 

668  .98929 

0.4830  58 

58  10  33 

.5 

195  55  47 

.4 

802 

38  30 

.7 

9  33  15  .8 

979  .2047 

0.3727  55 

47  29  58 

.7 

185  7  35 

.3 

241 

50  18 

.6 

9  6  48  .3 

661  .4827 

0.4863  254 

14  36  36 

.6 

208  26  82 

.8 

310 

9  16 

.1 

18  48  33  .0 

621  .2989 

0.5044  707 

283  19  34 

.3 

46  28  38 

.7 

153 

6  22 

.0 

16  45  54  .5 

982  .6631 

0.3717  35 

111  30  40 

.9 

41  19  56 

.0 

148 

2  39 

.3 

8  46  40  .5 

774  .1972 

0.4407  70 

72  43  59 

.5 

22  12  21 

.1 

128 

55  4 

.4 

2  49  20  .1 

729  .0809 

0.4581  539 

171  44  35 

.6 

89  86  53 

.4 

196 

19  36 

.8 

6  27  20  .0 

995  .1925 

0.3680  66 

107  40  32 

.6 

259  54  57 

.2 

6 

37  40 

.5 

22  26  55  .8 

1070  .8481 

0.3468  53 

275  25  7 

.5 

108  51  17 

.4 

215 

34  0 

.8 

1  34  56  .2 

881  .3701 

0.4032  322 

298  34  1 

.0 

290  46  46 

.8 

87 

29  30 

.1 

14  14  6  .8 

780  .8370 

0.4574  574 

86  45  49 

.8 

311  15  85 

.4 

57 

58  18 

.7 

14  89  54  .6 

639  .9696 

0.4958  982 

170  57  45 

.6 

39  36  11 

.7 

146 

18  55 

.0 

4  56  41  .2 

759  .2235 

0.4464  247 

140  7  1 

.8 

174  13  6 

.8 

280 

55  50 

.1 

4  14  51  .8 

1068  .122 

0.3475  906 

188  20  8 

.1 

75  54  22 

.8 

182 

87  6 

.1 

0  26  82  .2 

629  .7170 

0.5005  74 

354  22  28 

.9 

219  20  8 

.3 

326 

2  51 

.7 

8  44  10  .6 

1042  .0276 

0.3547  517 

145  54  40 

.9 

247  51  39 

.2 

354 

34  22 

.5 

6  43  15  .7 

984  .8006 

0.3863  46 

125  52  19 

.2 

157  31  56 

.8 

264 

14  40 

.1 

2  56  3  .1 

617  .2655 

0.5063  564 

9  1  10 

.7 

209  32  51 

.7 

316 

15  35 

.1 

1  26  2  .5 

788  .5213 

0.4354  621 

106  49  36 

.7 

50  13  47 

.2 

156 

56  30 

.6 

3  42  30  .6 

950  .0992 

0.3814  918 

75  18  54 

.8 

238  8  6 

.6 

344 

50  50 

.0 

3  59  58  .5 

643  .8778 

0.4941  354 

82  45  7 

.8 

228  40  56 

.7 

335 

23  40 

.0 

7  51  31  .5 

952  .3591 

0.3808  039 

164  55  10 

.0 

56  47  17 

.1 

163 

30  0 

.4 

14  51  55  .5 

654  .5373 

0.4893  815 

233  25  28 

.1 

122  0  36 

.1 

228  48  19 

.4 

5  2  54  .7 

980  .0268 

0.3725  126 

156  38  15 

.9 

43  81  5 

.5 

150 

13  48 

.9 

6  1  16  .1 

716  .1102 

0.4633  512 

322  1  8 

.3 

353  10  57 

.2 

99 

53  40 

.6 

4  32  15  .5 

778  .5073 

0.4391  627 

89  52  42 

.9 

96  43  1 

.8 

203 

25  45 

.1 

4  13  7  .0 

831  .679 

0.4200  34 

350  49  33 

.1 

232  28  42 

.6 

339 

11  26 

.0 

4  41  33  .4 

775  .6563 

0.4402  25 

302  23  26 

.2 

142  7  54 

.5 

248 

50  37 

.8 

4  11  41  .6 

720  .425 

0.4616  12 

75  23  56 

.3 

313  57  5 

.7 

60 

39  49 

.0 

1  57  32  .3 

764  .051 

0.4445  89 

267  15  39 

.3 

251  26  84 

.1 

358 

9  17 

.4 

9  28  27  .1 

968  .4446 

0.3759  545 

305  24  4 

.9 

77  34  1 

.2 

184 

16  44 

.5 

11  8  31  .6 

635  .8075 

0.4977  87 

178  40  7 

.1 

71  25  6 

.6 

178 

7  49 

.9 

11  57  56  .6 

1057  .2646 

0.8505  486 

180  25  40 

.7 

95  26  30 

.7 

202 

9  14 

.0 

1  58  16  .3 
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Nrnmiier  und  Name 

1 

Epoclie  imd 
OsculatioD 

M 

9 

316. 

Goberta  .    .    .    .    ■   18.3 

1898  Jan. 

0.0 

11*29'   4' 

.9 

i       7*57' 58"J 

317. 

Boxaae    .    . 

.  ;:  12.2 

1900  Jan. 

24.0 

150  27  59 

.« 

4  53  2€\S 

318. 

MiigddwMi  . 

'    18.2 

1899  Jan. 

9.0 

0    5  58  .5 

3  58  52  .5 

319. 

Leou.    .    . 

.  :  14.2 

1900  Min 

25.0 

105  27  18 

.9 

12  13  59  .i 

3S0. 

K«tliariiiA    . 

J 

1    14.2 

1891  Dee. 

2.5 

23  36  28 

.6 

6  41  30  .5 

321. 

Flofentina    . 

li 

.    ■    18.2 

1900  Ang. 

12.0 

248  16  46  J» 

2  39  26  .5 

822. 

PhjBO  .     .     . 

1 

12.8 

1900  Oct 

31.0 

9  14  56 

.4 

14  19  32  .5 

828. 

Bmda     .    . 

13.0 

1892  Jan. 

1.5 

48     0  42 

15  57  36 

824. 

Bambeiga    . 

9.9 

1899  Dee. 

35.0 

43  12  35 

.7 

19  45  58  .0 

325. 

Hddelbeiga 

12.4 

1900  JoH 

23.0 

253  58  50 

.1 

9     3    0  J 

826. 

Taauura   .    .    < 

11.1 

1892  MSzs  20.0 

298  49  14 

.0 

10  48  17  .9 

327. 

Colnmbui 

13.0 

1892  Juni 

17.5 

277  51  46 

.7 

3  41     7  .4 

328. 

Gudnm   .    . 

12.3 

1892  Min 

22.5 

68  47     1 

.5 

6  53  58  .e 

829. 

Srea    .    .    . 

12.1 

1900  April 

14.0 

351  50  59 

.3 

1  34  24  .1 

380. 

Adalberta    . 

18.5 

1892  Min 

20.5 

181     3  42 

0     0    0. 

881. 

Etfaeridgea 

12.5 

1899  Oct 

16.0 

14  52  12 

.8 

5  46  58  .8 

832. 

Siri      .    .    . 

12.6 

1898  Aug. 

22.0 

852  29     7 

.1 

5     8  46  .8 

838. 

Badenia  .    . 

12.7 

1900  Min 

5.0 

108  25    4 

.7 

10     8  47  .8 

884. 

Chicago   .    . 

12.0 

1897  Min 

11.5 

185  10  37 

.3 

0  50  24  .0 

885. 

Boberta   .    . 

11.6 

1900  Oct 

81.0 

79  15  59 

.4 

10  15  32  .7 

1 

886. 

Lacadiera    . 

11.8 

1899  Sept 

26.0 

118  20  85 

.1 

1 
5  26  36  .6  ' 

1 

387. 

DeYQ0a    .    . 

11.4 

1897  Jan. 

4.5 

351  48  50 

.4 

7  54  54  .5 

838. 

Budrosa  . 

12.1 

1899  Jan. 

9.0 

72  15  37 

.1 

1  12  38  .1  ' 

889. 

Dorothea 

12.8 

1900  Min 

5.0 

182  47  13 

.6 

5  56  55  .6  i 

840. 

12.9 

1895  Jan. 

10.0 

182  50     1 

.5 

6  58    2  .5  i 

341. 

California 

18.1 

1898  Juni 

29.0 

113  18  39 

.3 

11     8  58  .9 

842. 

Endymion    . 

12.8 

1896  Oct 

11.0 

298     5  88 

.0 

7  20  44  .1 

848. 

Ostara 

18.5 

1899  Ang. 

17.0 

297     5  28 

.6 

13  26    8  .3 

844. 

Desiderata 

11.7 

1900  Sept 

21.0 

40  22  44 

.1 

18     8  53  .1 

845. 

Tercidina 

11.2 

1899  Nov. 

5.0 

819  52    4 

.6 

3  83    5  .7 

346. 

Hermentaria 

11.5 

1899  Min 

1.0 

156     0  88 

.8 

5  47  46  .6 

847. 

Pariana   .    .    . 

12.0 

1899  Juli 

8.5 

114  13  11 

.1 

9  84  55  .9 

848. 

May     .    .    .    , 

12.9 

1898  Jan. 

16.5 

842  45  57 

.1 

3  45  27  .8 

849. 

Dembowska .    . 

9.8 

1895  Mai 

10.0 

229     5  49 

.2 

5     9  33  .0 

850. 

Omamenta  . 

1        1 

12.7 

1900  April 

14.0 

130  20  41 

.9 

9    4  16  .8 

Elemente  der  hMnen  PkmeUn. 
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.9 
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.9 
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.3 
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.6 
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.2 
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2  53  44  .5 

645 

.0495 

0.4986  090 

88  46  84 

.0 

280  7  89 

.1 

336  50  22 

.4 

4  39  39  .7 

459 

.742 

0.5916  61 

221  47  27 

.7 

40  28  22 

.9 

147  6  6 

.2 

3  18  40  .6 

911 

.5556 

0.3934  828 

125  85  40 

.1 

56  6  56 

.6 

162  49  40 

.0 

4  2  28  .8 

1050 

.0039 

0.8525  488 

18  4  36 

.0 

138  48  19 

.4 

245  31  2 

.7 

6  44  26  .4 

964 

.527 

0.3771  27 

105  57  43 

.9 

238  58  81 

.7 

845  41  15 

.0 

8  34  0  .6 

713 

.581 

0.4648  96 

106  54  16 

.4 

181  25  46 

.5 

288  8  29 

.8 

7  37  46  .9 

680 

.5669 

0.4780  905 

147  41  48 

.2 

76  84  56 

.4 

183  17  89 

.8 

9  24  19  .8 

778 

.0224 

0.4898  43 

57  57  47 

.1 

261  80  50 

.5 

8  18  88 

.8 

4  40  29  .3 

1088 

.2488 

0.8421  871 

808  0  46 

.5 

266  8  30 

.2 

12  51  18 

.6 

5  83  7  .5 

861 

.7771 

0.4097  412 

218  51  51 

.9 

134  58  48 

.8 

241  41  27 

.1 

8  22  8  .6 

948 

.2847 

0.3820  605 

85  45  26 

.7 

263  26  56 

.2 

10  9  39 

.5 

3  5  5  .4 

847 

.9678 

0.4144  188 

237  46  20 

.4 

298  9  6 

.2 

44  51  49 

.5 

17  50  47  .7 

1000 

.5696 

0.8665  062 

219  17  48 

.6 

114  14  5 

.6 

220  56  48 

.9 

10  16  57  .5 

758 

.5825 

0.4466  88 

290  13  17 

.2 

842  36  22 

.4 

89  19  5 

.8 

7  13  47  .0 

840 

.8521 

0.4168  58 

86  29  55 

.0 

386  8  51 

.2 

82  51  34 

.5 

10  14  15  .8 

695 

.387 

0.4718  54 

5  31  53 

.5 

840  55  38 

.2 

87  88  21 

.6 

8  13  81  .6 

709 

.497 

0.4660  38 

351  89  82 

.4 

175  25  11 

.7 

282  7  55 

.0 

7  58  35  .5 

645 

.8891 

0.4932  324 

381  80  54 

.9 

342  56  34 

.1 

89  89  17 

.5 

28  17  20  .4 
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M 

f 

351. 

Yna 

12.2 

1892  Dec 

20.5 

330«42'  48' 

'.8 

8«  45'  tt"j 

352. 

Gisela.    . 

12.1 

1898  Febr. 

3.0 

272     5  26 

.1 

8  33  45  i) 

353. 

(1893  F)  . 

14.2 

1893  Febr. 

22.5 

44  13  13 

.5 

18  49  43  J 

354. 

Eleonora .    . 

10.0 

1894  Mai 

14.5 

81     5  20 

.5 

6  31  10  .4 

355. 

Gkbriella 

13.1 

1893  Febr. 

23.5 

37  15  11 

.6 

6  12  55  J» 

856. 

(1893  a)  .    . 

11.9 

1900  Aug. 

12.0 

271  36  54 

.7 

13  57    5  .4 

857. 

(1893  J)    . 

12.2 

1893  Febr. 

15.5 

138  27     1 

.7 

1  31  16  .0 

858. 

(1893  K)  . 

12.5 

1893  MSiz 

3.5 

86  52  43 

.5 

8  26  24  .1    . 

359. 

(1893  M)  .     . 

13.0 

1893  Mfirz 

17.5 

163  43  16 

0    0    0        * 

360. 

(1893 N)  . 

11.9 

1893  März 

12.5 

92  54  10 

.8 

9  43  35  .9 

361. 

(1893  P)   .     . 

13.3 

1893  Mftrz 

12.5 

53  40  44 

.9 

11  47  42  .4 

362. 

(1893 R)   .     . 

11.1 

1898  Aug. 

22.0 

228  31  14 

.1 

2  44  25  .4 

363. 

(1893  S)    .     . 

11.6 

1899  Juli 

8.0 

302  30  49 

.4 

4     1  11  .6 

364. 

(1893  T)    . 

11.7 

1897  Juni 

8.0 

203  39  20 

.5 

8  43  13  .7 

365. 

(1893  V)   . 

12.2 

1899  Aug. 

17.0 

268     1  48 

.6 

8  19  48  4 

366. 

Vincentina   . 

12.3 

1900  Aug. 

12.5 

8  31  40 

.2 

3  29  35  .4 

367. 

(1893  AA)    . 

12.5 

1897  Aug. 

27.0 

198  37  34 

.8 

5  24  23  .5 

368. 

(1893  AB)    . 

13.5 

1893  Juli 

17.5 

317  18  49 

.4 

11     8  13  .1 

369. 

Aöria  . 

12.9 

1899  Mftrz 

10.0 

34     2  38 

.3 

5  36  57  .7 

370. 

(1893  AC)    . 

12.8 

1893  Juli 

14.5 

312  26  36 

.5 

5  10  55  .7 

371. 

(1893 AD)    . 

11.8 

1899  Dec. 

15.0 

182  59  26 

.0 

3  28  34  .2 

372. 

(1893  AH)   . 

10.5 

1899  Sept. 

26.0 

322     8  11 

.8 

15  37  54  .9    > 

373. 

(1893  AJ)    . 

12.8 

1899  April 

20.0 

8  16  34 

.1 

8  23     2  .8 

374. 

(1893  AK)    . 

11.7 

1896  Sept. 

1.0 

342  39  36 

.2 

4  27  27  .6 

375. 

(1893  AL)    , 

11.0 

1897  Mai 

19.0 

276  40  52 

.5 

5  37  56  .4 

376. 

(1893 AM)   . 

11.8 

1899  März 

10.0 

299  55  37 

.2 

9  51  15  .3 

377. 

(1893  A  N) 

11.5 

1893  Oct 

7.5 

388     6  43 

.1 

4  26  14  .5 

378. 

(1898  AP)    . 

12.6 

1900  April 

14.0 

168  50  19 

.7 

7  30  14  .0 

379. 

(1894  AQ)    . 

12.6 

1894  Jan. 

12.5 

98  29  53 

.4 

11     3     4  .0 

380. 

(1894  A  B) 

12.6 

1894  Jan. 

11.0 

129  17     7 

.6 

6  37  54  .9 

381. 

(1894  A  S) 

12.4 

1900  Jan. 

24.0 

238  54  53 

.5 

7     6  18  .4 

382. 

(1894  A  T) 

12.1 

1898  Dec. 

20.0 

244  45     7 

.1 

9  52  38  .6 

383. 

(1894  A  U) 

13.3 

1900  Mftrz 

25.0 

103     4     8 

.0 

10  19  59  .5 

384. 

Bordigala 

11.7 

1899  AprU 

9.5 

119  46  59 

.6 

8  22  34  .8 

365. 

Dmatar    . 

10.3 

1897  Dec. 

25.5 

281   17  34 

.4 

7  30  32  .1 

Momente  der  kleinen  Planten. 
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0.4048  10 
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5  12  43  .5 
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221  38  28 

.0 

92  54  56  .7 

199  37 

40 

.0 

3  14  10  .1 
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.4 

10  14  52  .5 

449  .924 
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82  27  39 

.2 

265  44  23  .3 
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.6 

12  88  6  .5 

857  .2968 
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42  46  40 

.3 
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311  25  15 
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756  .0685 

0.4476  303 

202  32  50 
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.7 

12  31  11  .6 

636  .6377 

0.4974  09 

321  12  8 

.6 

234  15  26  .1 

340  58 

9 

.4 

11  26  24  .1 

1073  .2216 

0.3462  11 

76  20  18 

.0 

313  14  37  .3 

59  57 

20 

.7 

1  37  28  .2 

663  .984 

0.4852  31 

76  23  52 

.5 

131  54  19  .8 

238  37 

3 

.1 

8  46  28  .5 

824  .0037 

0.4227  183 

268  48  0 

.8 

346  1  16  .9 

92  44 

0 

.3 

11  11  1  .3 

1001  .5535 

0.3662  22 

67  6  0 

.4 

183  34  11  .9 

290  16 

55 

.2 

9  26  34  .5 

787  .7337 

0.4357  52 

339  14  46 

.7 

177  52  48  .5 

284  35 

31 

.8 

8  58  11  .9 

686  .6860 

0.4978  88 

116  13  54 

.0 

219  20  22  .2 

326  3 

5 

.5 

24  52  43  .1 

644  .9956 

0.4936  333 

354  18  42 

.4 

252  16  1  .9 

358  58 

45 

.3 

15  52  21  .5 

765  .4424 

0.4440  63 

14  15  11 

.9 

121  29  42  .3 

228  12 

25 

.7 

9  41  34  .8 

641  .2112 

0.4960  04 

348  45  26 

.8 

226  36  19  .3 

333  19 

2 

.6 

17  0  17  .4 

1024  .4027 

0.3596  906 

317  21  53 

.2 

192  1  27  .1 

298  44 

10 

.4 

6  57  47  .4 

804  .920 

0.4295  03 

180  18  1 

.9 

116  9  58  .9 

222  52 

42 

.2 

7  12  28  .5 

767  .2482 

0.4438  805 

143  47  57 

.8 

135  36  24  .0 

242  19 

7 

.4 

8  1  21  .2 

641  .338 

0.4952  80 

121  36  18 

.6 

122  22  1  .9 

229  4 

45 

.2 

1  44  28  .2 

809  .990 

0.4276  85 

241  26  20 

.0 

344  39  55  .0 

91  22 

38 

.3 

4  87  50  .8 

619  .6807 

0.5052  257 

142  11  19 

.4 

21  11  13  .2 

127  53 

56 

.5 

10  53  16  .4 

646  .1972 

0.4930  944 

273  19  52 

.6 

204  4  30  .2 

310  47 

13 

.5 

8  50  50  .7 

642  .0203 

0.4949  719 

332  21  25 

.1 

328  36  52  .6 

75  19 

36 

.0 

1  10  22  .8 

820  .6462 

0.4239  00 

46  14  38 

.4 

285  53  9  .9 

32  35 

53 

.3 

5  0  17  .9 

740  .0320 

0.4538  37 

190  34  23 

.2 

233  1  44  .3 

339  44 

27 

.7 

14  36  43  .3 
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Tafd  IL 


r 

1 

Nummer  und  Name 

1 

«1, 

Epocbe  and 
(Jscnlation 

M 

9» 

386.  (1894  AY)    .     .     . 

10.5 

1900  ICai     24.0 

223»23'  19" 

.9 

9«  85'  59*.« 

887.  Aqvitama     . 

9.8 

1895  Joli      3.5 

353     6  10 

.2 

13  47  16  J 

888.  (1894  B  A)    . 

11.7 

1894  Mai       6.5 

200  48  45 

.6 

3  42  53  J8 

889.  (1894  B  B)    . 

11.1 

1899  Jnni    18.0 

63  27  27 

.4 

3  53  14  .7 

390.  (1894  BG)    . 

13.5 

1899  Mai     17.0 

88  15  19 

.6 

7  28  40  3 

891.  Ingeborg 

13.4 

1894  Nov.     6.0 

23  31  40 

.5 

17  57  80  .4 

392.  Wilhelmina . 

12.2 

1894  NoY.     4.5 

42  10  20 

.6 

11   12     8  .1 

393.  (1894  B  Q)    . 

11.0 

1894  NoY.     4.5 

67  32  29 

.0 

19   18  37  .7 

394.  (1894  BU)    . 

13.0 

1894  Nov.  23.5 

55  25  12 

.3 

13  11   32  .3 

395.  (1894  B  E)    . 

13.0 

1894  Dec.     3.5 

136  48  41 

.3 

7   16     9  .6 

896.  (1894  B  L)     . 

13.2 

1894  Dec.     2.5 

156  42  32 

.8 

10  18  30  .4 

897.  (1894  B  M)    . 

12.6 

1897  Mai     19.0 

256     0  43 

.9 

14  23     4  .1 

898.  (1894  B  N)    . 

12.0 

1895  Jan.    22.5 

187  25  12 

0     0     0 

399.  (1895  B  P)     . 

13.0 

1895  Man     1.5 

353  57  41 

.1 

3  51     5  .6 

400.  (1895  Bü)    . 

14.5 

1895  Mftns  18.6 

337  44  19 

.1 

5   15  50  .9 

401.  Ottilia     .    . 

12.6 

1895  April  20.0 

324  31  46 

.8 

2   18  50  .3 

402.  (1895 BW)  . 

10.7 

1895  Mftn  27.5 

28  44    8 

.7 

6  24  49  .0 

403.  (1895  BX)    < 

12.0 

1900  JoU       3.0 

127  14     7 

.2 

5  42     4  .0 

404.  (1895  BY)    . 

13.0 

1899  Mai     29.0 

17  28  20 

.0 

11   53  30  .4 

405.  (1895 BZ)     . 

11.0 

1895  Juli     27.0 

73  36  35 

.0 

14  32  24  .7 

406.  (1895  C  B) 

13.5 

1895  Ang.  23.5 

350     1  59 

.3 

10  31     6  .1 

407.  (1895  0(3) 

11.9 

1895  Nov.   10.5 

17  44  21 

.6 

3  55   13  .1 

408.  (1895  0  D) 

13.4 

1895  Oct.    15.5 

354  28  32 

.9 

7  54  31  .1 

409.  (1895  C  E) 

10.7 

1899  Nov.   19.0 

183  45     6 

.5 

3   53  20  .9 

410.  (1896  C  H) 

11.9 

1896  Jan.      8.5 

245.34    9 

.5 

12  30     4  .9 

411.  (1896  CJ) 

12.5 

1896  Jan.      8.5 

158  42  57 

.5 

18  36  34  .4 

412.  Elisabetha 

12.1 

1899  Nov.     5.0 

213  52     9 

.2 

2   16     3  ^ 

413.  Edburga  . 

12.2 

1896  Jan.    10.5 

72  21  21 

.0 

19  43   23  .0 

414.  (1896  C  N) 

13.4 

1896  Jan.    17.5 

59  10    8 

.5 

5   18  49  .6 

415.  (1896  CO) 

11.6 

1899  Oct      4.5 

332  37  13 

.1 

17  34     0  .7 

416.  Vaticana  . 

11.5 

1900  Jan.    24.5 

262  34  31 

.7 

12  34  55  .2 

417.  (1896  C  T) 

12.7 

1896  Mai     11.5 

30  48  55 

.3 

7  43  44  .5 

418.  (1896  0  V) 

12.6 

1896  Sept    8.5 

337  51     7 

.9 

6  57  51  .8 

419.  (1896  C  W) 

11.1 

1900  Ang.  12.0 

29  39  37 

.8 

14  47  31  .2 

420.  Bertholda 

12.3 

1900  April  14.0 

104  51  47 

.9 

2  46  42  .3 

Elemtnie  der  kUnntn  Planeten. 
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n 

log  a 

«0 

r 

^0 

»0 

718'^ 

.8286 

0.4624  58 

212»84'  0" 

.5 

64*20'  ir 

'.7 

171«  2' 65" 

.0 

19«30'52".2 

782 

.6076 

0.4376  414 

151  18  19 

.9 

23  54  40 

.5 

130  37  23 

.8 

16  80  15  .1 

684 

.581 

0.4764  09 

348  42  16 

.0 

287  5  5 

.6 

343  47  48 

.9 

7  15  20  .0 

842 

.4772 

0.4162  99 

262  10  36 

.6 

176  84  50 

.3 

283  17  33 

.6 

9  42  5  .1 

821 

.022 

0.4237  68 

190  40  44 

.3 

196  36  45 

.7 

803  19  29 

.0 

13  89  84  .5 

lOOS 

.286 

0.8657  21 

141  29  45 

.2 

109  28  40 

.5 

216  11  23 

.8 

28  32  2  .1 

688 

.267 

0.4769  44 

129  82  8 

.8 

110  32  13 

.4 

217  14  56 

.8 

16  40  57  .9 

768 

.385 

0.4429  71 

79  58  28 

.8 

113  46  53 

.6 

220  29  36 

.9 

15  26  42  .5 

771 

.095 

0.4419  33 

276  46  22 

.0 

310  25  34 

.3 

57  8  17 

.6 

5  6  53  .4 

764 

.891 

0.4444  61 

12  24  57 

.6 

161  23  29 

.2 

268  6  12 

.6 

4  59  42  .7 

782 

.986 

0.4375  Ol 

5  27  4 

.4 

157  45  11 

.4 

264  27  54 

.7 

4  1  46  .6 

880 

.1664 

0.4205  60 

130  49  46 

.4 

127  28  11 

.3 

234  10  54 

.6 

13  88  10  .0 

684 

.68 

0.4763  4 

(F=-0n0'46" 

177  45  56 

284  28  39 

21  45  8 

664 

.6683 

0.4849  35 

186  88  6 

.2 

285  5  56 

.1 

341  48  89 

.5 

18  58  59  .3 

641 

.871 

0.4950  89 

225  87  57 

.4 

216  58  45 

.7 

323  36  29 

.0 

11  50  25  .9 

584 

.254 

0.5222  70 

196  19  14 

.9 

277  80  59 

.7 

24  13  43 

.0 

5  40  48  .6 

868 

.759 

0.4074  05 

9  1  10 

.1 

26  12  23 

.1 

132  55  6 

.4 

10  23  31  .7 

752 

.51263 

0.4489  95 

242  46  38 

.2 

144  41  40 

.7 

251  24  24 

.0 

10  23  6  .9 

851 

.5022 

0.4132  14 

119  52  33 

.1 

344  24  53 

.3 

91  7  36 

.7 

12  30  6  .3 

856 

.814 

0.4114  12 

301  39  46 

.6 

152  44  49 

.5 

259  27  32 

.9 

13  11  35  .3 

714 

.568 

0.4639  75 

41  46  1 

.4 

202  20  22 

.9 

309  3  6 

.2 

5  37  57  .5 

834 

.480 

0.4190  78 

81  6  8 

.9 

186  59  39 

.3 

293  42  22 

.7 

9  6  44  .4 

627 

.210 

0.5017  29 

102  30  45 

.6 

190  54  15 

.1 

297  36  58 

.4 

10  39  20  .7 

858 

.5857 

0.4108  15 

345  59  88 

.0 

140  55  29 

.4 

247  38  9 

.7 

12  24  0  .5 

746 

.590 

0.4512  83 

145  55  8 

.7 

347  41  17 

.8 

94  24  1 

.1 

7  50  86  .1 

720 

.585 

0.4615  48 

193  58  15 

.7 

1  32  25 

.4 

108  15  8 

.8 

17  51  18  .9 

772 

.41065 

0.4414  39 

88  81  37 

.0 

0  19 

.1 

106  43  52 

.5 

12  12  12  .0 

856 

.555 

0.4115  01 

249  1  37 

.2 

358  13  3 

.7 

104  55  47 

.1 

17  17  19  .2 

537 

.766 

0.5462  75 

300  28  16 

.1 

8  5  13 

.0 

114  47  56 

.4 

8  4  45  .0 

761 

.2267 

0.4456  62 

288  30  26 

.2 

26  30  3 

.6 

188  12  46 

.9 

6  39  27  .7 

761 

.14731 

0.4456  92 

201  21  47 

.2 

306  14  22 

.0 

52  57  5 

.3 

11  55  47  .9 

757 

.116 

0.4472  29 

830  59  49 

.9 

106  36  41 

.5 

213  19  24 

.8 

6  51  8  .9 

847 

.266 

0.4146  58 

116  58  35 

.5 

149  12  86 

.3 

255  55  19 

.6 

8  7  7  .9 

850 

.7095 

0.4134  836 

23  48  13 

.0 

138  47  5 

.1 

245  29  48 

.4 

5  0  48  .9 

562 

.7012 

0.5831  525 

195  46  59 

.8 

147  35  26 

.6 

254  18  10 

.0 

7  57  0  .4 

CHABum,  Meohanlk  des  Himmels.    I. 
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Tafü  IL 


Nummer  and  Name 

WIq 

Epoche  und 
OBCulation 

M 

9> 

421.  Zäringfaia     .    .    . 

14.2 

1896  Sept.     3.5 

333«  0'19".7 

16«  53'  29".6 

422.  Berolina  . 

13.4 

1896  Dec.     4.5 

42  36  47  .9 

12 

11   29  .9 

423.  (1896  D  B) 

11.2 

1896  Dec.     8.5 

144  40  21  .6 

2 

17  42  .4 

424.  (1896  D  F) 

12.8 

1897  Febr.  28.0 

46  56  47  .2 

6 

11   49  .6 

425.  (1896  DC)    . 

13.1 

1897  Jan.    20.5 

297  57     5  .8 

4 

18  21  .8 

426.  (1897  DH)    . 

11.5 

1897  Sept  30.0 

172  10  55  .2 

5 

53   54  .4 

427.  (1897  DJ) 

13.1 

1897  Sept     2.5 

26     0  44  .7 

6 

53  23  .4 

428.  Monachia 

13.5 

• 

1900  Aug.     7.5 

300  39  10  .6 

10 

15  44  .4 

429.  (1897  D  L) 

11.5 

1897  Nov.   24.5 

39     2  43  .0 

8 

24   13  .0 

430.  (1897  DM)    . 

13.2 

1898  Jan.    21.5 

15  12  12  .0 

14 

55   51  .9 

431.  (1897  D  N)    . 

12.6 

1898  Jan.    18.5 

97  29  58  .4 

9 

43  27  .5 

432.  (1897  D  0)    . 

11.3 

1898  Jan.    22.5 

184  17  44  .4 

8 

27  55  .6 

433.  Eros     .     .     . 

9.7 

1900  Oct    31.5 

304  23  59  .7 

12 

52  48  .2 

484.  Hungaria 

11.8 

1898  Oct    10.5 

58  46  13  .8 

4 

14  43  .5 

485.  (1898  DS) 

12.1 

1898  Sept  15.5 

359  41     7  .1 

8 

56  51  .1 

486.  (1898  D  T)     . 

12.4 

1898  Sept  20.5 

342  35  23  .5 

4 

41   35  .9 

437.  (1898  D  P)    . 

12.7 

1898  JuU     18.5 

346  24  55  .7 

14 

13     8  .7 

438.  (1898  D  ü) 

12.3 

1898  Nov.   12.5 

294  43  28  .7 

9 

22  43  .2 

439.  Ohio    .     . 

11.7 

1898  Oct     14.5 

310  47     3  .7 

4 

19   19  .9 

440.  (1898  E  C) 

13.1 

1898  Oct     18.5 

284  37  41  .8 

6 

11    19  .0 

441.  (1898 ED) 

— . 

1898  Dec.     9.5 

339  42  50  .8 

5 

4  14  .4 

442.  (1899  E  E) 

— 

1899  März  80.5 

308  39  24  .9 

4 

8  45  .9 

443.  (1899  E  F) 

— 

1899  März  31.5 

327  58     6  .6 

6 

22  43  .6 

444.  (1899 EL) 

— 

1899  März  31.5 

207  21  24  .3 

10  31   41   .6 

(1894  BD) 

13.3 

1894  Nov.      1.5 

337  18     8  .4 

8 

33  50  .4 

(1899  ER) 

— 

■ 

1899  Oct  -29.5 

53  14  31  .1 

6 

41  22  .3 

(1899  E  X) 

— 

1899  Oct      4.5 

2  43  11  .7 

11 

50  32  ^ 

(1899  E  S) 

— 

1899  Dec.     3.5 

4  21  31  .8 

2 

36  37  .5 

(1899  E  ü) 

— 

1899  Nov.     2.5 

276  13  25  .7 

9 

59  28  .5 

1892  S      . 

13.0 

1892  Dec    17.5 

77  35  50 

0 

0     0 

1893  C     .     . 

13.5 

1893  Jan.    23.5 

167  48     0 

0 

0     O 

1893  D     .     . 

12.5 

1893  Jan.    19.5 

348  50  15 

0 

0     0 

1893  U     .     . 

13.0 

1893  April  10.5 

93  23  42 

0 

0     O 

1893  X     .     . 

13 

1893  März  21.5 

112  50  17 

0 

0     0 

Elemmte  der  kleinen  JPianetm. 
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n 


log  a 


(Oä 


•ßo 


876".838 
1070  .3195 
663  .033 
767  .6789 
719  .978 

722  .4562 
692  .493 

1009  .005 
846  .714 

;  743  .475 

;  642  .4286 
I  975  .178 
2015  .12740 
|ld06  .439 
1  926  .096 

622  .111 
I  963  .993 
I  792  .554 

637  .631 
1079  .355 

j  751  .537 

!  986  .875 

|1034  .79 

775  .011 

1104  .735 

761  .6344 

623  .873 
687  .012 
869  .056 

835  .80 

1182  .9 

681  .61 

944  .3 

423  .40 


0.4047  25 
0.3469  954 
0.4856  47 
0.4432  180 
0.4617  92 

0.4607  967 
0.4730  61 
0.3640  76 
0.4148  45 
0.4524  94 

0.4947  88 
0.3739  48 
0.1638  027 
0.2892  78 
0.3889  00 

0.5040  93 
0.3772  88 
0.3339  85 
0.4969  58 
0.3445  62 

0.4493  70 
0.3704  96 
0.3567  74 
0.4404  66 
0.3378  32 

0.4455  06 
0.5032  74 
0.4753  62 
0.4073  06 

0.4186  0 
0.3180  4 
0.4776  4 
0.3833  0 
0.6155  0 


193«34'14".2 
350  58  4  .5 
204  40  15  .3 

332  4  29  .3 
138  58  34  .1 

223  38  52  .0 

8  47     1  .0 

28  13  20  .2 

136  24  58  .7 

171  27  40  .7 

161  12     8  .6 

173  39  30  .5 

179  47  15  .6 

119  14  37  .5 

14  12  53  .6 

31     1  54  .6 

54  26  15  .2 

93  37  40  .8 

228  12  10  .7 

178  57  0  .9 

198  52  39  .2 

73  22  49  .2 

5  47  17  .7 

150  26  4  .9 

19     8  9  .4 

288  53  23  .2 

80    3  56  .5 

333  34  31  .0 
64  18  38  .9 

(T-  20H9'34 
(r=-10  33  54 
(TB  3  58  25 
(T»-  4  21  45 
(r=-73  53  25 


// 


92»  49'  48".7 
245  19  29  .5 

318  16  38  .5 
351  8  42  .7 
293  25  58  .9 

203  29  43  .9 
189  15  23  .4 
256  22  7  .0 
121  45  36  .5 
146  30  31  .9 

58  34  19  .2 

339  16  52  .8 

194  41  59  .8 

71  34  48  .4 

232  55  57  .3 

241  12  41  .0 

160  57  30  .2 

289  32  53  .4 

100  12  50  .7 

182  49  30  .6 

152  38  12  .0 

37  1  3  .3 

92  56  9  .6 

97  54  10  .0 

303  25  47  .2 

287  47  44  .7 

186  3  30  .2 

311  19  55  .2 

319  41  24  .6 

230  44  45 

204  19  6 
30  37  52 

338  2  51 
251  46  15 
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5  25  43  .8 
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19  26  39  .8 

3  10  42  .5 

9  25  6  .7 

4  42  59  .5 
3  42  22  .6 

10  41  47  .5 

2  19  36  .7 

10  0  57  .4 
22  59  36  .6 

3  37  45  .9 

1  43  45  .1 

4  14  4 
4  56  58 

10  20  59 

6  19  29 
0  55  53 
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ErlSiiterunoen  zu  den  Tafeln  lli  und  iV. 

Diese  Tafeln  geben  die  Werthe  der  Coefficienten  (0,  t)  und 
[0,  t]  (t  -  1 ,  2,  . . .,  8)  f&r  a  s  1.90  bis  a  -  4.30  nach  NoHfiN 
und  Raab.^    Nach  VI  §  11  (8)  hat  man 

(0,  i)^\m^naB^{aJ  a^, 
[0,  ^]^\M^naB^{a,  a^, 

wo  B^  und  B^  durch  die  Elntwickelung 


aoi 


[a*  +  ai*  —  2a  Ol  cofl  qpf/t        *  ^     *  ^ 

definirt  sind. 

Für   die    Planetenmassen  {m^   haben    die  VerfEisser   folgende 
Werthe  angenommen: 

Mercur  .     .    m^^^^J^,       Jupiter.    .  m.-j^jl^, 

Venus     .    .    m^  =  inftoftfi  *       Saturn    .    .  m^  = 


408968 


Erde.    .    .    »«8  =* -557ÖTT- '      Uranus  .    .    m^ « 


827214 


Mars.    .    .    m^  =  -— — ,       Neptun.    .    m^  = 


3093500 


8501.6 

1 
22869 

1 

19314 


Will  man  f&r  die  Masse  m^  sich  eines  anderen  Werthes  be- 
dienen, der  um  Sm^  grösser  als  die  obigen  Zahlen  ist^  so  hat  man 


^  Hilfirtafeln  rar  Beieehnimg  der  secolaren  Störosgen  der  kleinen  Planeten 
(HeddeL  Mn  Lands  ObBervatoriam  Ser.  II  Nr.  2). 
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zu  den  aus  der  Tafel  erhaltenen  Werthen  für  (0,  t)  und  [0,  t]  die 
Gorrectionen 

^(0,0  und  —'[0,  n 

hinzuzuftigen. 

Die  hier  wiedergegebenen  Tafeln  sind  ausschliesslich  zu  der 
Berechnung  der  secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten  geeignet. 
Für  die  Berechnung  der  secularen  Störungen  in  anderen  Fällen 
verweise  ich  auf  die  Abhandlung  von  Nob&n  und  Baab  (Tafel  I 
und  U  daselbst). 


Hilfsiafeln  xur  Berechnung  der  aeeularen  Störungen, 
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.5773 

0 

.0117 

0  .0021 

3.80 

— 

0 

.0029 

0 

.0104 

0  .0047 

174  .594 

.5905 

0 

.0118 

0  .0021 

3.81 

— 

0 

.0029 

0 

.0103 

0  .0046 

177  .701 

.6038 

0 

.0119 

0  .0021 

3.82 

— 

0 

.0029 

0 

.0101 

0  .0045 

180  .879 

.6172 

0 

.0120 

0  .0021 

3.83 

— 

0 

.0028 

0 

.0100 

0  .0045 

184  .128 

.6307 

0 

.0121 

0  .0021 

3.84 

— 

0 

.0028 

0 

.0099 

0  .0044 

187  .450 

.6442 

0 

.0121 

0  .0022 

3.85 

— 

0 

.0028 

0 

.0098 

0  .0043 

190  .851 

.6579 

0 

.0122 

0  .0022 

3.86 

— 

0 

.0027 

0 

.0096 

0  .0043 

194  .331 

.6717 

0 

.0123 

0  .0022 

3.87 

— 

0 

.0027 

0 

.0095 

0  .0042 

197  .893 

.6856 

0 

.0124 

0  .0022 

3.88 

0 

.0027 

0 

.0094 

0  .0042 

201  .539 

.6995 

0 

.0125 

0  .0022 

3.89 

— 

0 

.0027 

0 

.0093 

0  .0041 

205  .272 

.7136 

0 

.0126 

0  .0022 

3.90 

^MS 

0 

.0026 

0 

.0092 

0  .0040 

209  .092 

.7278 

0 

.0126 

0  .0022 

3.91 

— 

0 

.0026 

0 

.0091 

0  .0040 

213  .006 

.7420 

0 

.0127 

0  .0022 

3.92 

— 

0 

.0026 

0 

.0090 

0  .0039 

217  .014 

.7564 

0 

.0128 

0  .0023 

3.93 

0 

.0025 

0 

.0089 

0  .0039 

221  .120 

.7708 

0 

.0129 

0  .0023 

3.94 

— 

0 

.0025 

0 

.0087 

0  .0038 

225  .328 

.7853 

0 

.0130 

0  .0023 

3.95 

— 

0 

.0025 

0 

.0086 

0  .0038 

229  .641 

.8000 

0 

.0131 

0  .0023 

3.96 

— 

0 

.0025 

0 

.0085 

0  .0037 

234  .062 

.8148 

0 

.0132 

0  .0023 

3.97 

— 

0 

.0024 

0 

.0084 

0  .0037 

238  .593 

.8296 

0 

.0133 

0  .0023 

3.98 

— 

0 

.0024 

0 

.0083 

0  .0036 

243  .237 

.8446 

0 

.0133 

0  .0023 

3.99 

— 

0 

.0024 

0 

.0082 

0  .0036 

248  .000 

.8597 

0 

.0134 

0  .0024 

i 
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a 

[0.1] 

9 

[0.2] 

[0.3] 

C? 

[0.4] 

[0.5]  ^ 

[0.6] 

[0.7] 
O".0135 

[0.8] 
O".0024 

4.00 

0".0023 

0".0081 

0".0035 

252".891 

1".8750 

4.01 

0  .0023 

0 

.0080 

0 

.0035 

257  .905 

.8902 

0 

.0136 

0  .0024 

4.02 

— 

0  .0023 

0 

.0079 

0 

.0035 

263  .051 

1 

.9056 

0 

.0137 

0  .0024 

4.0S 

— 

0  .0023 

0 

.0078 

0 

.0034 

268  .332 

.9211 

0 

.0138 

0  .0024 

4.04 

0  .0022 

0 

.0077 

0 

.0034 

273  .755 

.9367 

0 

.0139 

0  .0024 

4.05 

— 

0  .0022 

0 

.0077 

0 

.0033 

279  .323 

.9525 

0 

.0140 

0  .0025 

4.06 

— 

0  .0022 

0 

.0076 

0 

.0033 

285  .042 

.9684 

0 

.0141 

0  .0025 

4.07 

— 

0  .0022 

0 

.0075 

0 

.0033 

290  .917 

.9843 

0 

.0142 

0  .0025 

4.08 

— 

0  .0022 

0 

.0074 

0 

.0032 

296  .953 

2 

.0004 

0 

.0143 

0  .0025 

4.09 

— 

0  .0021 

0 

.0073 

0 

.0032 

303  .158 

2 

.0166 

0 

.0143 

0  .0025 

4.10 

-.i- 

0  .0021 

0 

.0072 

0 

.0032 

309  .533 

2 

.0330 

0 

.0144 

0  .0025 

4.11 

— 

0  .0021 

0 

.0072 

0 

.0031 

316  .091 

2 

.0493 

0 

.0145 

0  .0026 

4.12 

— 

0  .0021 

0 

.0071 

0 

.0031 

322  .838 

2 

.0659 

0 

.0146 

0  .0026 

4.13 

— 

0  .0021 

0 

.0070 

0 

.0031 

329  .776 

2 

.0825 

0 

.0147 

0  .0026 

4.14 

— 

0  .0020 

0 

.0069 

0 

.0030 

336  .916 

2 

.0993 

0 

.0148 

0  .0026 

4.15 

— 

0  .0020 

0 

.0068 

0 

.0030 

344  .260 

2 

.1162 

0 

.0149 

0  .0026 

4.16 

— 

0  .0020 

0 

.0067 

0 

.0029 

351  .833 

2 

.1332 

0 

.0150 

0  .0026 

4.17 

— 

0  .0020 

0 

.0067 

0 

.0029 

359  .626 

2 

.1503 

0 

.0151 

0  .0027 

4.ia 

— 

0  .0019 

0 

.0066 

0 

.0029 

367  .652 

2 

.1676 

0 

.0152 

0  .0027 

4.19 

— 

0  .0019 

0 

.0065 

0 

.0028 

375  .923 

2 

.1850 

0 

.0153 

0  .0027 

4.20 

.-^ 

0  .0019 

0 

.0065 

0 

.0028 

384  .446 

2 

.2025 

0 

.0154 

0  .0027 

4.21 

^— 

0  .0019 

0 

.0064 

0 

.0028 

393  .234 

2 

.2202 

0 

.0155 

0  .0027 

4.22 

0  .0019 

0 

.0063 

0 

.0027 

402  .297 

2 

.2380 

0 

.0156 

0  .0027 

4.23 

0  .0018 

0 

.0063 

0 

.0027 

411  .648 

2 

.2558 

0 

.0157 

0  .0028 

4.24 

— 

0  .0018 

• 

0 

.0062 

0 

.0027 

421  .295 

2 

.2738 

0 

.0158 

0  .0028 

4.25 

— 

0  .0018 

0 

.0061 

0 

.0026 

431  .253 

2 

.2920 

0 

.0159 

0  .0028 

4.26 

— 

0  .0018 

0 

.0061 

0 

.0026 

441  .536 

2 

.3102 

0 

.0160 

0  .0028 

4.27 

— 

0  .0018 

0 

.0060 

0 

.0026 

452  .156 

2 

.3286 

0 

.0161 

0  .0028 

4.28  '    — 

ü  .0017 

0 

.0059 

0 

.0025 

463  .132 

2 

.3471 

0 

.0162 

0  .0028 

4.29 

0  .0017 

0 

.0059 

0 

.0025 

474  .476 

2 

.3657 

0 

.0163 

0  .0028 

4.30 

0  .0017 

0 

.0058 

0 

.0025 
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2 

.3846 

0 
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0  .0029 
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